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1979 年 11 月 ， 在 中 国 大 地 上 诞生 了 “ 潜 科 学 ”这 一 新 概念 。 作 
为 一 门 学 科 ,， “法 科学 ”学 一 方面 要 研究 创新 性 的 科学 技术 思想 肥 
胎 从 潜 到 显 的 内 部 孕育 过 程 的 基本 规律 ， 以 寻求 最 大 限度 发 挥 人 
们 科学 创造 潜力 的 途径 ， 另 一 方面 要 研究 新 观点 、 新 学 说 ， 从 提 
出 、 传 播 、 鉴 别 和 检验 进入 科学 兢 堂 的 外 部 成 长 过程 的 基本 规 
律 ， 以 确定 使 新 理论 顺利 成 长 的 适宜 条 件 。 作 为 一 项 事业 ，“ 洪 
科学 ”将 利用 刊物 、 年 鉴 、 学 术 讨 论 和 科学 基金 等 多 种 手段 ， 积 
极 发 气 富 有 开拓 精神 和 创造 才能 的 科技 人 才 ， 热 情 扶持 已 经 萌发 
的 新 思想 、 新 学 说 的 成 长 ， 帮 助 它们 冲破 种 种 障碍 ， 为 科学 百花 
国 不 断 增添 新 的 奇 范 ， 推 动 学 术 上 的 自由 探讨 和 繁 瞄 。 

现代 科学 技术 的 各 个 部 门 都 在 加 速 向 前 发 展 ， 随 着 每 一 个 领 
域 里 的 惊人 进步 ,在 人 们 面前 展现 出 愈 来 愈 广阔 的 未 知 世 界 。 传 统 
观念 和 理论 受到 有 力 的 冲击 和 挑战 ， 层 出 不 穷 的 新 课题 激励 着 人 
们 去 探索 现代 技术 的 突破 性 进展 ， 使 新 技术 革命 的 浪潮 席卷 全 
球 ， 正 在 引起 生产 组 织 、 产 业 结构 和 社会 生活 的 重大 变革 。 在 这 
种 形 净 下， 积极 推动 潜 科 学 理论 的 研究 和 潜 科 学 事业 的 发 展 ， 特 
别 是 推动 那些 具有 潜 科 学 价值 和 未 来 意义 的 开发 性 探索 ， 更 是 有 
特殊 总 义 的 。 

为 了 促进 这 一 新 兴学 科 的 成 长 ， 推 动 这 一 新 生 事 业 的 发 展 ， 
由 “中 国 潜 科 学 研究 会 "与 < 潜 科 学 杂志 社 共同 组 织 ， 并 系统 地 纺 
写 一 套 “ 潜 科学 从 书 ”。 站 在 通过 对 科学 技术 发 展 中 大 量 个 例 的 训 
析 ， 从 不 同 的 侧面 和 角度 ， 揭 示 科 学 技术 更 蔡 变 革 的 历史 足迹 ， 
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概括 出 茶 些 共同 的 带 规 律 性 的 东西 ， 以 总 结 经 验 ， 吸 取 教 训 ， 为 
新 思想 、 新 观点 、 新 假说 、 新 理论 的 孕育 和 成 长 播 旗 呐 喊 ， 鸣 多 
开道 。 

“ 潜 科 学 丛书 ”是 一 套 带 有 学 术 性 、 探 索性 、 首 理性 和 趣 球 性 
的 文集 。 我 们 要 求 每 篇 文章 史料 要 翔实 ， 科 学 内 容 要 准确 ， 观 点 
要 鲜明 ， 力 求 作 到 文献 性 、 科 学 性 和 思想 性 的 统一 ， 为 进一步 的 
深入 研究 提供 启示 。 

这 套 从 书 的 编写 ， 是 一 个 有 盖 的 尝试 。 我 们 希望 吸引 、 动 员 
更 多 具有 创新 精神 和 见解 的 潜 科 学 事业 的 支持 者 投入 这 大 ,从 书 的 
编写 工作 ， 不 断 扩 大 范围 ， 丰 富 内 容 和 提高 质量 ， 在 推进 科学 技 
术 事 业 的 发 展 中 ， 起 到 它 的 一 点 作用 。 


《 潜 科 学 从 书 > 编 辑 委员 会 
1984 年 11 月 于 北京 
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加 强 潜 科 学 的 理论 研究 ， 不 仅 要 结合 历史 资料 对 潜 《科学 的 基 
本 形态 作 概 括 性 的 分 析 ， 而 且 更 要 对 其 基本 形态 中 的 具体 表现 作 
深入 的 探讨 ， 从 中 发 现 规 律 性 的 东西 ， 使 洲 科 学 学 的 学 科 体 系 建 
立 在 更 坚实 的 基础 之 上 。 这 本 书 ， 正 是 本 着 这 样 的 想法 写成 的 。 

所 谓 数学 猜想 ， 是 指 根据 某 些 已 知 的 事实 材料 和 数学 知识 ， 
对 未 知 的 量 及 其 关系 所 作出 的 一 种 预测 性 的 推断 。 它 既 有 一 定 的 
科学 性 ， 又 有 某 种 假定 性 ， 是 科学 性 与 假定 性 的 辩证 统一 。 一 般 
说 来 ， 这 种 淮 断 是 数学 中 难度 较 大 的 问题 。 数 学 猜想 不 仅 是 数学 
研究 的 一 个 科学 方法 和 数学 发 展 的 一 种 重要 形式 ， 而 且 还 是 科学 
猜测 这 种 潜 科学 基本 形态 在 数学 中 的 具体 表现 。 因 此 ， 对 它 进行 
考察 和 分 析 ， 必 将 促进 潜 科 学 理论 研究 的 深入 开展 。 

本 书 的 重点 是 分 析 和 阐述 数学 猜想 的 思想 与 方法 。 全 书 共有 
九 个 部 分 ， 从 内 容 上 可 分 为 两 大 类 ， 第 一 类 是 对 数学 猜想 的 典型 
事例 进行 历史 考察 与 思想 剖析 (一 、 二 、 三 、 四 、 五 )， 第 二 类 是 
就 数学 猜想 的 产生 、 演 变 、 判 定 、 类 型 、 特 征 和 意义 等 ， 作 综合 
性 的 分 析 和 论述 (六 、 七 、 八 、 九 )。 为 了 更 系统 地 了 解数 学 发 展 
史上 著名 数学 猜想 的 研究 状况 ,我们 特 编 制 了 < 数学 猜想 一 览 表 >， 
作为 [附录 ] 载 于 书后 ， 仪 供 参考 。 在 写作 中 ,我 们 力图 资料 准确 、 
史实 具体 、 观 点 鲜明 、 重 点 突出 ， 在 揭示 “ 潜 ” 的 实质 与 规律 性 上 
下 功夫 。 

数学 猪 想 大 都 是 专业 性 很 强 的 数学 难题 ， 写 作 中 遇 到 的 最 大 
困难 就 是 通俗 化 的 问题 。 我 们 虽 作 了 很 大 的 努力 ， 但 也 难 满足 广 
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大 读者 的 需要 。 
在 写作 过 程 中 ， 我 们 参考 和 引述 了 国内 外 许多 重要 文献 。 特 


3JJEE P Be. ET, KRH, MA., SMS. MORI. OK. Dd 
BE, XEM. SILERSERUEEA RURSUNCESE BUR XICÓRS X 


我 们 有 很 大 的 启发 和 帮助 。 
李 巡 教授 对 本 书 的 写作 给 予 了 许多 支持 ， 姚 俊 梅 参加 了 本 书 


的 部 分 编写 工作 ， 徐 炎 章 协助 我 们 作 了 一 些 工作 ， 这 里 ， 一 并 致 
谢 。 

写 这 样 的 书 ， 对 我 们 来 说 还 是 一 个 尝试 。 限 于 我 们 的 水 平 及 
问题 本 身 的 难度 ， 不 妥 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 读者 批评 指正 。 


编著 者 CX ARA 
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一 、 从 色 股 定理 到 
费 尔 马 大 定理 


17 世 纪 , 法 国 数学 家 彼 埃 尔 : 德 费 尔 马 (Pierre de Fermat, 
1601 一 1665) 曾 宣称 他 证 明了 ， 当 整数 x 大 于 2 时 ， 不 存在 一 个 整 
数 n 次 窒 是 另外 两 个 整数 x 次 究 之 和 。 三 个 世纪 以 来 ， 虽然 许 许 多 
多 数学 家 试图 证 明 它 ， 但 始终 没有 成 功 。 费 尔 马 当时 是 一 位 法 官 ， 
并 非 职业 数学 家 ， 居 然 以 他 的 “定理 ? 难 住 了 三 个 世纪 以 来 的 优秀 
数学 家 ,这 种 思想 真是 太 微 妙 了 ! 这 个 问题 看 来 似乎 很 简单 ,只 要 
有 初中 水 平 的 数学 知识 ， 就 不 难 理解 所 提出 的 问题 ， 但 为 了 证 明 
它 ， 却 吸引 了 千 千 万 万 个 数学 爱好 者 。 他 们 一 代 又 一 代 ， 前 赴 后 
继 ， 有 前 甚至 为 之 献 出 毕生 精力 ， 但 均 未 达到 最 终 目 的 。 这 个 困 
惑 人 信 三 百 风 年 的 “大 定理 ”， 目 前 仍然 没有 人 知道 从 那个 方向 上 
去 攻克 它 。 我 们 商 路 地 回顾 一 下 人 们 研讨 这 个 问题 的 历史 过 程 及 
其 所 获得 的 成 果 ， 无 疑 对 我 们 进一步 解决 这 个 问题 ， 以 及 增强 提 
出 间 题 各 解决 河 题 的 能 力 是 会 有 一 定 的 后 发 作用 的 。 


(一 ) 从 多 股 三 角形 谈 起 
早 在 3500 年 以 前 ， 巴 比 伦 人 就 知道 三 边 为 下 列 各 数 的 一 些 兰 


角形 为 直角 三 角形 ， 
120, 119, 169; ` 


4800, 4601, 6649, 


13500, 127098, 18541; 
72, 65, 97, 
360, 319, 481; 
2700, 2291, 3541; 
960, 799, 1249; 
600, 481, 769; 
6480, 4961, 8161; 
60, 45, 753 
2400, 1679, 2929; 
240, 161, 289; 
2700, 1771, 3229; 
90, 56, 1060, 


然而 ， 当 时 为 什么 列 出 这 些 三 角形 ， 现 在 还 是 个 迷 。 

在 3000 年 以 前 ， 中 国 已 经 知道 用 边 长 为 3、4.5 的 直角 三 角形 
来 进行 测量 。 中 国 最 十 老 的 一 本 天 文 数学 书 < 周 何 算 经 ?一 开头 就 
有 周公 问 商 高 “天 不 可 阶 而 升 ， 地 不 可 得 尺寸 而 度 "。 商 高 讲 ;“ 勾 
广 三 ， 股 修 四 ， 经 山 五 .”@ 其 意 是 天 的 高 度 和 地 面 上 的 一 些 测量 
的 数字 是 怎样 得 到 的 呢 ? 这 可 用 边 长 为 3、4、5 的 直角 三 角形 来 测 
算 。 在 t 周 解 算 经 > 着 上 之 二 、 荣 方 , 陈 子 问答 中 , 陈 子 讲 道 ,“ 勾 股 
各 自 滋 ， 并 而 开 方 除 之 ",@ 用 现代 的 数学 符号 表示 ， 就 是 

a? +b? =c}, , 

其 中 ，9，0 是 三 角形 的 直角 边 ，o 为 其 斜 边 。 可 见 , 陈 子 已 经 知道 
一 般 的 勾 股 定理 。 约 公元 222 年 ， 赵 君 狠 为 < 周 体 算 经 > 注释 时 ,对 
勾 股 定理 作 了 理论 证 明 。 

勾 股 定理 ， 西 方 称 为 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 毕 达 哥 拉 斯 (Pythag- 
oras ,十 希腊 人 , 约 前 572 一 前 500 年 ) 于 公元 前 572 年 左右 出 生 在 爱 
琴海 的 萨摩 斯 岛 。 据 说 ， 他 从 师 于 泰勒 斯 ， 可 能 还 游历 过 埃及 、 


© 钱 宝 琼 校 点 ， 算 经 十 书 ( 上 册 )， 中 华 书 局 ，1963 年 ， 卫 ,13。 
Q 同上 ，P.27。 


e 4 o 


巴比伦 。 他 在 意大利 南部 的 希腊 油 港 克 罗 托 内 创办 了 著名 的 毕 达 
哥 拉 斯 学 校 。 这 个 学 校 不 仅 研究 哲学 、 数 学 ， 而 且 发 展 成 了 一 个 
有 秘密 仪式 和 盟约 的 帮会 式 的 团体 。 由 于 该 困 体 除了 搞 学 术 活动 
外 ， 还 参与 政治 活动 ， 同 当时 的 贵族 党 绪 成 联盟 ， 因 此 被 南 意 大 
利 的 民主 力量 摧毁 了 该 学 校 的 建筑 并 迫使 该 团体 解散 。 据 传 ， 毕 
达 哥 拉 斯 于 公元 前 500 年 左右 被 害 于 梅 塔 庞 通 。 他 的 弟子 则 到 散 见 
于 其 他 的 学 术 中 心 去 了 。 该 团体 虽然 形式 上 不 存在 了 ， 但 这 个 学 
派 实 际 上 继续 存在 至 少 二 个 世纪 之 久 。 该 学 派 的 学 术 轧 想 和 成 就 
影响 十 分 深远 。 由 于 该 团 汪 所 有 发 现 都 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 ， 因 此 
现在 很 难 确切 知道 那 项 发 现 应 归功 于 学 派 中 哪 一 个 人 了 ， 毕 达 哥 
拉 斯 的 学 术 成 就 是 集体 智慧 的 产物 。 

TARRO 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 字 宙 和 事物 的 本 质 认 识 。 
他 们 认为 整数 是 人 和 物质 的 各 种 各 样 性 质 的 起 因 。 在 这 种 哲学 思 
想 的 指导 下 ， 就 导致 他 们 对 于 数 的 性 质 的 阔 述 和 探讨 。 因 此 ， 把 
几何 问题 与 算术 紧密 结合 起 来 研究 ， 就 成 为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 很 
自然 的 事情 了 。3、4、5 为 边 的 直角 三 角形 缘 为 整数 ， 这 种 三 条 边 
为 整数 的 直角 三 角形 称 为 色 股 三 角形 ， 或 者 叫做 毕 达 哥 拉 斯 三 角 
形 。 把 所 有 的 勾 股 三 角形 都 找 出 来 就 等 价 于 求 下 列 不 定 方程 

x? +y? =z? 

的 所 有 正 整数 解 ， 于 是 ， 一 个 几何 问题 就 转化 为 一 个 数论 中 的 不 
定 方程 求解 问题 。 


(二 ) 勾 股 数 
如 果 正 整数 z，!，z 能 满足 下 列 不 定 方程 


r? py? =z’, (1) 
则 它们 叫做 勾 股 数 。 
RHO 的 所 有 正 整数 解 ， 也 就 是 求 出 (1 的 所 有 勾 股 数 。 


O M-XEX, KS. SSH, 《十 今 数 学 思想 }( 第 一 册 ), 上 海 科 学 技术 
出 版 社 ，1979 年 ， 卫 ,168。 
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为 了 解决 这 个 初等 数论 中 的 著名 问题 ， 我 们 再 观察 几 个 简单 


的 勾 股 三 角形 ， 
3， 4, 5; 
5, 12, 13; 
7, 24, 25; 
9, 40, 413 
11, 60, 61; 


观察 这 些 数 ， 可 发 现 姑 下 规律 ， 

第 一 个 数 是 豆 数 ， 第 二 个 数 是 第 一 个 数 的 平方 减 1 再 除 以 2， 
第 三 个 数 是 第 二 全 数 加 1， 也 是 第 一 个 数 的 平方 加 1 再 除 以 2, 即 设 
m 为 奇数 ， 则 一 般 有 


m m'-1 m’ +l 
多 2 多 m 9 
于 是 有 
m+ (T1 .QUIy , (2) 
其 中 m 为 奇数 。 
一 般 认 为 毕 达 哥 拉 斯 已 发 现 了 公式 (2) @ 不 过 公式 (2) RA 
出 一 部 分 色 股 数 。 
(2) XA L4, BA, $8 
(2m)? + (m? -1)* z (m? +1)?, (3) 


显然 (3) XONIEmdEASPEOGRIRRREE, ERRERA SG NEDEE, 
数学 家 柏拉图 (Plato， 约 公元 前 430 一 约 公元 前 349)， 于 公元 前 
380 年 给 出 了 公式 (3)， 其 中 mm 为 奇数 或 偶数 。 

显然 公式 (2) 与 (3) 均 不 能 给 出 全 部 的 勾 股 三 角形 .实际 上 ， 
如 果 以 8，5，c 为 边 的 直角 三 边 形 为 勾 股 三 角形 ， 那 么 ,对 于 任意 
自然 数 4， 以 ag，%b，*ce 为 边 的 三 角形 也 必定 是 勾 股 三 角形 。 


O M-AXAF, KARK, KAKE: 《古今 数学 思想 (第 一 册 ), 上 海 科学 技术 
出 版 社 ，1979 年 ，P.36。 
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在 公式 (3) 中 ，m 为 任意 自然 数 ，1 是 一 个 特殊 的 自然 数 ,由 
特殊 到 一 般 ， 若 这 一 次 也 变 成 任意 自然 数 ， 比 如 变 成 x**， 是 否 能 
给 出 所 有 的 勾 股 三 角形 呢 ? 把 1 变 成 a*?， 为 了 使 (3》 式 保持 重 等 ， 
《3) 中 的 第 一 项 (2m)* 应 变 成 (2mn)*， 即 有 

(2mn)? + (m? - n*)* = (m &n*)*, 
显然 ， 当 m = 时， 就 不 能 得 到 三 角形 ， 更 谈 不 上 勾 股 三 角形 了 ， 
因此 ， 需 要 对 m，n 作 些 限 制 。 

大 约 公元 三 世纪 ， 亚 历 山 大 里 亚 的 丢 番 图 (Diophantus, 2j 
246 一 330 年 ) 给 出 一 个 方法 ， 可 得 到 全 部 的 勾 股 三 角形 。 具 体 可 
叙述 如 下 。 

MRO 式 有 正 整 数 解 ， 且 满足 (zy) = d>1, 则 由 dg? 20, 
d'|y*, $8 

d?| (x? ty*), 
Wir*y'-zzt, 所 以 d? |?. MON 

d| z, 
这 时 ， 可 将 (1) 式 两 边 同时 约 去 4d。 由 于 
Cz/d，y/d) =1， 所 以 在 (1 中， 不 妨 假定 (7,V) = 1。 这 就 是 说 ， 
我 们 先 求 出 zz +y = z: 满 足 (z,y) = 1 的 所 有 解 ， 然 后 乘 上 一 个 适 
当 因 子 ， 就 能 求 出 x* +y? = 2z? 的 所 有 解 。 

如 果 (1)〉 式 有 正 整数 解 ， 且 满足 (x,y) = 1， 则 由 (Cx,Y》= 1 得 
知 ，z,y 不 可 能 都 是 偶数 ， 也 不 可 能 全 为 奇数 。 假 定 它们 全 是 奇 
数 ， 则 

z'z](mod4)O, y*z1(modi), RE 

2*2 z*.y?z2(mod4), 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 如 果 (1)》 式 有 正 整 数 解 , 旦 满足 (2,y) = 1， 
则 z,y 中 有 一 个 是 偶数 ， 另 一 个 为 奇数 ， 不 妨 假定 z 为 偶数 。 于 是 


(D 设 c，b 为 二 整数 且 b 寺 0， 若 8 整除 06， 记 为 b1c; b 不 整除 6， 记 为 b 了 a。 
© 车 ml4a -bp，、 记 为 6 三 b(modm); 
dim |a-b, ig Xascb (modnm), 


我 们 可 给 出 如 下 定理 。 
定理 1,21 不 定 方程 (1) 的 适合 条 件 


T0, Y>0, 220, (0,051, 2] x (4) 
的 一 切 正 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 
z22mn, y-m)-—n?, z2 m? e n*, (5) 


Hohm, nipRGES*ENE, Hofmon, (m,n)=1, mæn(mod2), 
证 法 1 充分 性 。 因 为 m， ?都 是 正 整 数 ， 且 m>m， 所 以 ， 由 
(5) 式 ， 得 
r-2mn0, y-m*—-n*0, z=m? +n?>0, Br, y, 
z 满 足 (4) CBBIRIESTO, V0, 270, 2] zx。 由 (5) 式 ， 我 们 有 
T? +y? =(2mn)? + (m? — n*)? 2 m* c 2m*n? +n 
= (12 十 了 2 2 一 22 
所 以 (5) 式 满足 (1》 式 的 正 整数 解 。 
再 证 明 也 满足 (4) 中 的 条 件 (z;y) = 1, 
为 此 设 (x,y) =d， 著 能 证 明 d = 1， 则 充分 性 得 证 。 事 实 上 ， 我 们 
有 dj z, d| y, d'|z*, d*| y*, Wer 
d? |(z* +y), 
而 zr'ey'zzt, HBüd*[z*, BEd|z, Sy-dl, z=dk, Wih C5) 
式 ， 我 们 有 
2m? = m? —n*? +m? e n* =y ezsd(l +b), 
2n? = m? +n? — (m? - n?) « z-y-d(L - 5), 
所 以 有 dl2m?*,，d|2n*， 故 有 d|2Cm?*,n:)。 由 于 在 (5) 中 有 (m,n) 
=1， 故 有 (Cm? ,mr?)=1， 从 而 知 d|2。 由 于 m 一 n=m+n~2n 和 (5) 
nu mán(mnod2), A 
24 (m+n), 24 (m-n), 
即 — 2[(Qn'-n).Xi ORIY RAY Yd Ny = d, 
fid =1， 即 (xz,y) = 1, 
由 上 可 知 ，(5) 式 满足 (4) 中 所 有 条 件 ， 从 而 充分 性 得 证 。 
DEHE., Fr, Y, EEAO 中 的 所 有 条 件 的 (1) 式 的 任 
一 组 解 时 ， 则 z，2!，z 一 定 具 有 (5)》 的 形式 。 
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我 们 先 证 明 MI AEEY, HER. MERK, v» 


"X BDERZ'- gud. qu z +8 = 22， 故 知 z 为 奇数 。 
于 是 z 也 是 奇数 。 由 于 z，!% 才 是 奇数 ， 所 以 z+y 和 z- 都 是 偶数 ， 


Bini A qp *»TGESRVEJHGR, RIBE 


C35, 777)-4, Bid -1,8C 77, 579) - dac 
54 -ld, (6) 
272 ld, (7) 
XB, =l, BD -0D, 得 
y= (d, -1,4, 


所 以 知 djy, XAD Al 
z*?zz?-y*z(ze-y)z—-y)-Al,,d!, 
故 得 d*|x*， 即 d1z。 于 是 有 d| (x,y)。 而 (zy)=1, 故 d=1。 从 
MEHEA ER, 
将 (1) 改写 成 
z*-(z4y)z-U) (8) 
《8) 式 两 边 同 除 以 4， 得 


D EPER 


T2, BDLESSAORIS ACYOPÉ F(E, 77)=1, 


BIDS T7, 二 一定 都 是 平方 数 。 令 


(9) 


HTzr, y, REEK, i: nmn 0, B, 9120 
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知 Cm?,n?)=1， 因 而 (m,n)=1。(9) 式 中 的 二 式 相 加 相 减 分 别 
得 到 | 

2Z=m* +n?, 

y=m? ~—n’, 
再 由 (8)，(9) 得 到 z? = 4m*n?， 从 而 

r-2mn, | 
又 由 于 z 是 奇数 ， 而 z= m?* +hn*， 所 以 mw ，n 中 必定 有 一 个 为 偶数 ， 
另 一 个 为 奇数 。 于 是 m +n 是 奇数 ， 所 以 

m3cn(mod2), (证 完 ) 

上 述 的 定理 是 直接 用 初等 数论 的 方法 给 予 证 明 的 。 我 们 也 可 

以 将 (1)〉 式 变形 ， 利 用 变量 替换 ， 转 化 成 三 角 函 数 ， 再 用 三 角 函 
数 的 有 关 性 质 给 出 另外 的 证 明 方 法 。 为 此 我 们 先 证 一 个 引 理 。 


引 理 sina 和 cosa 都 为 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 ts 了 为 有 理 


数 或 者 无 意义 。 
证 明 先 证 充分 性 。 由 


2tg < 
8 


g 
1- tg! 
cosg = 


a 
1 +tg?— 
5 


Bu, Ue T OE ROOM, sine, cose AUN RUN, dite JE 
X, NU 
[2 x 
q^. PAER, 
BB ec=(28+1)r。 
所 以 Sing = 0, cosa = = l, 
再 证 必要 性 。 由 半角 公式 
。 J0 * 


a Sine 
2 1 + cosg 


BA, Misina, coso XH UNUM, te OPE RR Res QR C09, 


tg 


sin(2b + 1)x -0, cos(2k € 1)x 2 -1, 则 tg 也 无 意义 。 


综 上 所 述 ， 引 理 得 证 。 
证 法 2 将 (1〉 式 变形 ， 得 


x 2 y $c 
(2 «Gr ao 
4 sins, Z =cosa, B0, Y>0, 220, BU, 


sina, cosa HERMA. Ab, BEZ WO 


p 
<T” 
由 万 能 置换 公式 
gZ 

Sina = 2 7 

1 +tg?’— 

572 

a 

1-tg* 2 

cosg = a 

ttg! 一 

l-Ttg 2 


和 引 理 ， Ag oc. (nm =1。 
B bxRAd4dmnoo, W 


n 
z "m mn 
n 2 
y Ila) mn a2) 
z` ny m+n’ 
1«(7) 
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由 (11) 002», 


BG, =1， 可 知 m 与 + 中 必 有 一 奇 一 偶 , 且 X= 2mn,y= m? ~n?， 


z=m* +n’, QEZ) 


(三 ) 问题 的 拓 广 与 特例 


旧 的 问题 解决 了 ， 新 的 问题 又 会 产生 。 在 数学 体系 内 部 ， 通 
过 一 般 化 ， 特 殊 化 和 各 种 各 样 的 逻辑 组 合 等 方式 ， 可 以 不 断 地 向 
自身 提出 新 的 问题 。 从 不 同 的 角度 去 看 $2 中 的 (1》 式 ,还 可 以 提 
出 各 种 各 样 的 问题 。 这 些 问 题 的 提出 ， 需 要 我 们 去 分 析 解 决 。 那 
人 么 ， 由 (1) 式 可 提出 哪些 问题 呢 ? 本 节 做 些 较 详 细 的 叙述 。 

1 由 “ 变 " 到 “ 常 "?， 由 “ 常 " 到 “ 变 ” 

在 (二 〉 中 的 (1》 式 ， 底 数 为 变量 ， 指 数 为 常量 2， 若 底数 分 
别 取 特殊 芍 常 量 ， 让 指数 成 为 变量 ， 就 可 提出 如 下 的 问题 ， 比 如 
Z，!，2 分 别 取 3，4，5， 就 可 提出 ， 

求 不 定 方程 

3: 4r 657 

的 所 有 正 整 数 解 的 问题 。 

通过 试验 ， 除 了 z=%= 2z= 2 外 ， 似 乎 还 找 不 出 其 它 正 整数 解 
适合 此 方程 ， 那 么 是 否 该 方程 只 有 这 一 组 正 整数 解 呢 ? 答案 是 肯 
定 的 ， 这 可 从 理论 上 进行 证 明 。 于 是 有 

定理 1.31 不 定 方程 


3* r4'-5* (1) 
有 且 仅 有 正 整 数 解 =y=2=2。 
证 明 由 (1)， 得 
(4-1)! +4  (o* DD, (2) 


3*+(3+1)’= (6-17. (3) 


2 12 » 


由 (2) 及 (3) 和 生 顿 二 项 式 定理 ， 得 知 > 
(—-1)"=1(mod4), 
1z(-1)'(mod3), 
因此 z 和 z 均 为 偶数 ， 设 z= 2a, z=2b, D 式 就 化 为 
(3°)? + (2)? x (55?, 
由 勾 股 定理 知 
2'-2AB, 39— A* - B*, 了 = A? +B?, 
H A^ B»0, (A,B) «1, A, 8B 中 一 奇 一 偶 。 显然 B= 1， 从 而 


Az-2'7!, 于 是 
3°= (2 1)?*—12 (2 1+1)(25 一 1)。 


因为 3 是 奇数 ， Hn277! -1»2'^!- 1, (277! +1,27! -1) 
-1, 故 . 


20-121, 2^ ' *1-3*, 


(4) 


于 是 有 


2' 123, 
ELDE, 


8-2], 


再 由 5-377) *€122*41-25, 18 


h= 1, 
综 上 记述 .命题 得 证 。 GEZ) 
在 方程 

3*T4'-5* 


中 ，3，4，5 是 固定 前 勾 股 数 ， 如 果 让 固定 的 勾 股 数 也 变动 起 来 ， 
BEA, b, c, Ha* +b? = c*， 那 么 方程 
a+b =c 
会 有 怎样 的 结论 呢 ? RAZ, HTE %., b, c, z, Y, z, Ul 
RA 
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a? +b? =c? 
3n a+b =c, 
求 关 于 >，!，2 的 指数 不 定 方程 的 正 整 数 解 。 
为 了 解决 这 一 问题 ， 可 取 一 些 特殊 勾 股 数 进行 考察 。 我 们 已 
经 对 勾 股 数 3，4，5 得 到 了 结论 是 z=y= z= 2, 我 们 再 取 一 些 特 殊 


的 勾 股 数 ， 比 如 取 
5, 12, 13; 
7, 24, 25, 
9, 40, 41; 
11, 60, 61, 
经 研究 ， 也 有 同样 的 结论 ， 
z=y=z=2, 


一 般 地 ， 可 提出 如 下 猜想 ， 
对 于 正 整数 ，b，c，z，!%，z， 如 果 有 
a? +b? = C2 
和 a*+b'= c, 
ARA z=y=2=2。 
这 一 猜想 至 今 没有 解决 。 但 对 于 一 些 特殊 a，5，c 得 到 如 下 
一 些 结果 。 
当 a=2n+1, b=2n(n+1), c=2n(n+1)+1, n>0 (5) 
时 ， 有 
定理 1.32 对 于 (5) 中 的 数 ， 当 
nzl, 4, 5, 9, 10(modi2) 
时 ， 猜 想 均 成 立 。 
定理 1.33 HTG) 中 的 数 ， 如 果 
ix 天 1(mod2)， 且 有 素数 p 存 在 ， 使 得 
2h *1-p', $20, 
或 
ii) n 志 3(mod4)， 且 有 素数 Pp 三 3(mod4) 存 在 ， 使 得 
2n +1=0(modp), 
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则 猜想 成 立 。 
$31.34 对 于 (5) 中 的 数 ，n 过 6144 时 ， 猜 想 成 立 。 
定理 1,35 ”对 于 勾 股 数 
a-4n*—1, b=4n, c= 482 二 1， (6) 
上 述 猜想 成 立 。 
WEB] ” 当 w= 1 时 ， 就 是 定理 1.31。 故 可 设 2>1。 
先 证 z-，2z 为 偶数 ，y 宇 2， 再 证 +*=y=2=2。 将 (6) 代入 
a? +b*:=c? 中 ， 得 
(4n? — 1)? t (4n)? = Can? 十 1)2， (7) 
从 而 由 牛顿 二 项 式 定理 ， 可 推 知 
(~-1) 三 1(mod4), 
于 是 可 知 z 必 为 偶数 。 
又 由 (7) 可 知 
(7 1)* * (4n)! s 1(mod4n?), 
而 z 为 偶数 ， 于 是 有 
(4n)'z:0(mod4n?), 
BHni, Pi AMY. 
由 (6) 可 得 
a? = 16n* = 8n? +1, 
c? 2 165n* - 8n? +1, 
故 推 知 
a?=](mod8gn?), 
c?=]1(mod8n?), 
由 此 可 知 ，z 必 为 偶数 。 如 车 不 然 ， 即 设 z 为 奇数 ， 因 z 为 偶 
32, v2, HOD 得 
124n* - 1(mod8n?), 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 z 必 为 偶数 。 
既然 x， 2 为 偶数 ， 我 们 可 设 z= 271, 2-224, 代入 方程 (7) 
中 ， 可 得 
L Gn? +1) 二 (482 2 1):]L Un? e 1): - (dn? -1)*0 
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< (4n)', (8) 
下 面 我 们 证 明 z1，z1 为 奇数 。 如 车 不 然 ， 设 ?1 为 偶数 ， 那 么 
Can? t 1)7: + (4n? — 1): =2(mod4n), 
Gn? +1)7: ~ (4n? — 1)*1 =0(mod4n), 
由 (8)， 得 出 
(4n? 1): c (4n? 2 1)*12 2, 
(4n? & 1)*: = (4n? —1)*: 2 2*4'7 ! nh, 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 z: 是 奇数 ， 这 时 
(4n* 4 1)*: e (i9? — 1)7: 2: Q(mod4n), 
(4n? +1) — (4n? = 1)71z 2000d48), 
再 由 (8)， 得 出 
(4n? t+) + ian? -1)*1z2:4'7 n, y1, (9) 
(4n? 1): — (4n? 2 1)*: 2-2, (10) 
如 果 z1 是 偶数 ， 因 zx! 是 奇数 ， 击 i10) 得 
1- (4n? —1)::2(mcd8n*), 
这 是 不 可 能 的 ， 故 z1 必 为 奇数 。 
(9) +(10)， 得 


(4n? +1)2 x1 d'7!n, y>1。 (11) 
下 面 证 Y = 2z。 如 果 y 宇 3， 因 z1 为 奇数 ， 由 (11)， 得 
4n* - 15 1(modgn?), (12) 


这 是 不 可 能 的 ， 所 以 必 有 y= 2。 
将 y=2 代 入 (11)， 得 
(4n? 4 1)12 1 t 4n?, 
BiUzi-1, Biz-2, 
再 由 (10)， 得 
4n! +1-(4n?~1)*:=2, 
故 z1 = 1， 即 z= 2。 〈 证 完 ) 
在 一 些 含 有 常量 与 变量 的 数学 问题 中 ， 由 于 常量 与 变量 所 处 
的 位 置 不 一 样 ， 就 形成 了 不 同类 型 的 问题 。 因 此 ， 当 我 们 考虑 其 
中 一 种 类 型 的 问题 之 后 ,从 数学 形式 把 常量 与 变量 交换 一 下 位 置 ， 
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就 可 提出 另 一 类 新 型 的 数学 问题 。 上 面 提出 的 指数 不 定 方程 的 求 
解 问题 是 由 三 元 二 次 不 定 方程 通过 交换 常量 与 变量 的 位 置 而 提出 
来 的 。 有 时 不 交换 位 置 ， 将 常量 变量 化 ， 或 将 变量 常量 化 也 可 提 
出 新 的 问题 。 上 述 的 猜想 是 将 指数 方程 中 的 常量 3,4，5 变 量化 ， 
且 使 这 些 变 量 的 关系 保持 一 个 常量 , 即 4* + 5? ~c?=0 而 提出 的 一 
类 新 问题 。 从 常量 和 变量 的 相互 关系 中 提出 问题 是 从 数学 内 部 提 
出 问题 的 常用 方法 之 一 。 


2. 由 相同 到 相 异 


在 方程 z* + y! = z2 中 ， 有 元 数 、 次 数 和 系数 之 分 。 这 是 一 个 
三 元 二 次 不 定 方程 ， 每 个 元 前 面 的 系数 都 是 1, 若 其 中 有 的 元 前 面 
的 系数 不 是 1, 又 会 怎样 呢 ? 系数 不 一 样 ， 最 简单 的 情况 就 是 讨论 
不 定 方程 
22? 十 y2 = 22 
的 正 整 数 解 的 问题 。 
怎样 求 该 方程 的 正 整 数 解 呢 ? 我 们 首先 给 这 个 方程 正 整数 解 
的 一 个 猜测 ， 然 后 给 出 证 明 。 此 方程 解 的 形式 我 们 可 仿照 系数 是 
一 样 情况 进行 如 下 猜测 ， 
dj r-2mn, PAY, 2z 的 形式 又 该 怎样 呢 ? 由 22° +y’ s 
2(2mn)* -y* 2 81202 c y* 5n, ME 
y-2m)-n?, zz 2m? +n? 
或 者 是 
y-m?-2n?, z=m?+2n°, 
经 理论 证 明 ， 它 的 解 的 形式 正 是 这 样 ， 于 是 有 
定理 1.35 不 定 方程 


22 +y’ =z? (1) 
满足 

(x, Y)=1, 2:20, Y>0, 2>0, 2|7 (2) 
的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 


z=2mn, ys |2m?*-n'|, 222m? 十 及 2 (3) 


其 中 m>>0， n>0, 27n, BREN, n) = 1 的 任意 整数 。 

证 明 设 m，n 满 足 (4)， 将 (3) 代 入 (1)， 得 

2r? Ty*-2(2mn)? -(2m? —n*5! = (2m* 4-55)! 
-2*, 

显然 z> 0，!> 0，z>0。 下 面 证 (z， 几 = 1， 为 此 设 (z， 岂 = 小 
再 证 4 = 1。 由 (x，y) =d， 我 们 有 dj|2m? -n*, d|2m? +n’, FÆ 
可 推出 dj2C2m?，n?:)， 而 (m，n) = 1，2 +n， 故 d= 1。 这 就 证 明 
了 由 (3)，(4) 给 出 的 z，y 为 (1) 满 足 (2) 的 解 。 

反之 ， 若 (1) 满 足 (2) 的 任 一 组 解 z，y，2z 一 定 可 由 (3) 与 (4) 
表 出 。 事 实 上 ， 由 2|z， 故 2 y，2++z2， 由 于 (y+2，2z~y)|2(y， 


2)» Wi, 2-1, Wen 2-2, M(y*z, 42)-1 


或 (一 ， z-y)s1. 由 (1)， 得 


2 ZTU tanur? (2 z=y 
T =- 2 DiRe? = (zy, 2 ) 
故 z4y-4m?, ya 24n, z-2mn, 


m>0, n>0, (m, n)-1, 
或 二 z—-y-4hni, 27n, z-2mn, 
m0, n0, (m, =i, 


即 得 Uyz2m^-n', X=2mn, z-2m* +n?, 


(m,n)-1, m>0, n>0, 2m? »n*, 


E y-n?-2m?, z22mn, z-2m*-n?*, 
(m, n)=1, m0, n>0, n*»2m?, 
(证 完 ) 


讨论 了 (1) 之 后 ， 我 们 再 讨论 不 定 方程 
3r? +y? =z? 

的 正 整 数 解 。 根 据 方程 (1) 解 的 形式 ， 我 们 猜想 该 方程 的 解 的 形 

式 为 
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z-2mn, y-|3m!-n!|, 253m! -n*, 
我 们 可 仿照 上 面 的 证 明 过 程 ， 证 明 这 个 结论 是 对 的 。 
在 证 明 过 程 中 应 用 了 3 是 素数 的 性 质 , 因 此 我 们 可 猜想 ， 对 于 
一 般 的 素数 p， 不 定 方程 
pr? +y? =z? 
的 正 整数 解 具有 如 下 形式 
T=2mn, y-|pm?-n?|, z2 gm? +53, 
经 理论 推 证 ， 正 是 这 样 ， 计 是 我 们 有 如 下 的 结论 。 
定理 1.36 不 定 方程 


pr’ +y’ =z? (5) 
满足 p 是 奇 素数 ， 且 

(x, y)-1, 2-9, YC 2290, 2 (6) 
的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 

z=2mn, y-|pm?-mn*|, zz pm? +n?, (7) 


Hpt n, m>0, n>0, (n, n)=1, m, np—#—i. (8) 

WEB] 设 m，# 满 足 (8)， 将 (7) 代 入 (5), 得 

px? +y? = p(2mn)? + (pm? —n?)* 
=pm? +n? =z}, 

iT 0, Y>0, 220, 2|x FEHER, Y=1, AiR, 
2)=qd， 再 证 d = 1 即 可 。 于 是 有 dj (pm? -n?), d| (pm? +n), M 
Tidiud|2Qpm^, nè), jj (m, n)=1, $ 〈(m2，82) = 1， 所 以 
(qpm?, n*)-(p, n), 

又 因为 P+n， 即 (p,n)=1， 所 以 (p，#?)=1 


故 2(pm?, 5n?)z2, 
Hl d=2。 
所 以 ”qd= 1 或 2。 


因为 m，# 中 一 奇 一 偶 ， 易 知 pm? -n EFR, d| (pm? ~ 12), 
所 以 d = 1。 这 就 证 明了 (zx，y)= 1。 

反之 ， 若 (5) 满 足 (6) 的 任 一 组 解 z-，y，z， 一 定 可 由 (C) 与 
(8) 表 示 出 来 。 由 2jz 和 (x,y) = 1 知 21y。 再 由 (5) 知 2 十 2。..y 2, 
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V- HORAE, Amm ez, 2-1012(, 2. A-F, H 
(5) 及 (Xx，y) -1uliN(y, 2-21. 
所 以 ，(y+2，2 一 y)=2。 


于 是 有 (025, z-y)-1, (9) 


Z~ 
或 (y 2, S) EL 
先 讨论 (9) 式 。 由 (5)， 得 
(10) 


由 (z~y， "55 = Rz - E Ilo 8 是 奇数 ， 于 是 


yt 
(155,2) 2 1. 
Bim (17, 2e- y)s1. 

下 面 分 两 种 情况 讨论 。 

D mpo, mA E ph, 
于 是 有 


= 及 "2(z 一 2)。 
(072, 26-9) = 1， 推 出 
(5, 202-9) - 1, 
进而 可 推 知 
k=m’, 2(2-9)- Qn), 
Bun, s[, BUE 
Zty-22pm*, z-y-2n*, 
z*-zm'(2n)*, (11) 
由 (11) 解 出 x-，y，z, 得 
z-2mns, y-pm?-n*, z- pm? +n?, 


BAC, 10-1, AAA, XE AH On, m21581G, Y> 与 
e 20 rj 


BEFA. BI Apin RR, REPE, =1。 
AAE- pm*， 而 < ERR sum 是 奇数 。 


XH2T2, z=pm° +%? 知 ?是 偶数 。 
由 z+y=2pm?，2 一 y= 2n* np 
y-pm?-mn*0, 
ii) WJRp|2(2-10, 42€ -1) = PRONXPIOS EURO, 


Big —pizjt7.5(2-,), 


2 
所 以 sik, 
BUS (75, 2-9) -1,x T tit en (077,20 - 0) = 1。 


BEA (E77, pf) = 1,852075, 5) - 1,38 
d -m, h- (2m)*， 取 mm，w 同 号 。 
P Vr? = 4m?R?, yo2228?, zg—- y 2pm? , 
由 上 述 三 个 方程 可 解 出 z，2 2 为 
z=2mn, y-ns?—pm!, z- pm? t n^, 
类 似 共 的 讨论 ， 可 知 mm ，? 满 足 (8) 式 。 
下 面 讨论 (10) 式 。 由 (5)》 可 变形 为 
pz? =2(2 +Y)" 一 
分 两 种 情况 予以 讨论 ， 
i) 如 果 p|2Cz+y)， 令 2C(z +y)=pkCk 为 偶数 )， 即 有 
2~Y 
2 o 


= ke 


pa(k Y) = 1， 于 是 可 推 知 


z-—y 


k= (2m), ， 取 m， dE M 
从 而 得 到 
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24y-2pm!, z-y-2w*, 
z? = 4m?n* 。 
上 述 三 个 方程 联 立 ， 得 


z-2ms, y«pm?-n?, z- pm? -n*, 


BIM, n)=1, m»0, n>0, PTR 因为 一 是 奇数 ， 而 


n =Z, MUER. AAE, =l, M 


(2mn, pm? ~—n?)=1, 
Wing, Momma. 
ii) x p] TR, MI 可 证 。 


综 上 所 述 ， 知 不 定 方程 (5) 满 足 (6) 的 全 部 正 整 数 解 可 写成 如 
TEX. 
z22mn, y= |pm? -n?], z=pm? -m?, 
A'pm0, n>0, (m, n)=1, m, mp—4—18. GEZ) 
在 (6) 式 中 有 21z， 若 2fz， 又 有 怎样 的 结论 呢 ? 于 是 得 到 如 
下 定理 。 
定理 1.37 ”不定 方程 (5) 
pr? +y? =z? 
满足 p 是 奇 素数 ， 旦 
(zx, Yy)=1, $0, y>0, 2>0, 24x (12) 
的 全 部 正 整 数 解 可 写成 如 下 形式 ， 


2 m2 
r-mt, y= | —— 


2 2 
pza BP, (13) 


Hm>, 520, (n, n)51, pn, minkki% 

证 明 gm, n, REGDA VEO 代入 (5)， 经 具体 计 
算 知 z,y，z 为 (5) 的 整数 解 , 且 满 足 (12) 式 。 事 实 上 ， 由 pm? - Ha 
关 0 知 >>0。 显 然 有 z>0，2z>>0，21+7z。 下 面 再 证 (z， 纪 = 1。 为 
ERa, =d, TES 


se 22» 


?.g m? n* 
d|?” -" d DEI 
BrUd|pm*, d|n?, Hidi (pm, n°), XAA (m^, n*5-1, 
(p, n?) -1, BiUd-1, Hir, 10-1, 
反 过 来 ， 设 z，!，2 是 (5) 满 足 C120 R9— 48 f. H2 0, p 
奇 素数 ， 再 由 (5) 知 y， z 中 一 奇 一 侦 。 
A +z, z-y)|2(Q, z), Wi (9, 22251, BE. (y 2, 


, 


2-9) -2, Hn 
(y+2, 2—-y)-1 
或 (y+2, 2-y)-2, 


但 y+z，z 一 y 均 为 奇数 ， 所 以 只 能 是 
(y+2, 2~Y)=1。 
因为 px? = (y+2)(z~y)， 所 以 分 两 种 情况 讨论 ， 
i) 如 果 p|(y+2), 令 y+2=pm?， 则 z~y=n:， 取 m,n 同 
S. Rr = mn:*。 解 下 述 的 方程 组 
y+2=pm’, 
2—-Y=n’, 


wu! -m*n, 


FHM, n. PRECOR., EA m—0,n—0,X(y*2, 
z—9;1, Bp, n)zi, WiEm, n)=1, X «212, 
Won, nU. BAP 全 7。 

ii) WNURP|(G-1), &z-y-pm!, My+z=r°, Wm, sA 
Fo SE 

z-y-pm!, 
y-z-n?, 


x!-qmn?, 


n? ~ pm? z= Pm +n? 
,2z 


得 T=mn, Y= 2 2 . 
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仿 前 面 讨论 知 m，n，pP 满 足 (14) 式 。 

综合 上 述 ， 知 定理 成 立 。( 证 完 ) 

上 述 不 定 方程 (5) 中 是 对 z 前 面 的 系数 作 了 限制 而 求 出 不 定 方 
程 的 正 整 数 解 来 。 如 果 z 前 面 的 系数 p 不 是 奇 素数 ， 而 是 一 般 的 任 
意 数 c， 怎 样 求 不 定 方程 的 整数 解 呢 ? 即 求 不 定 方程 

ar? +y’ =z? (15) 
的 整数 解 。 
解 〈15) 经 变形 ， 得 
ax? =z? =y}, 
即 az? z(zty)z-y). 
dio -MN,zty-2Mu*,z-y -2Nv*, 则 MNz? = 4MNu!v?, 


Bp 
z* z4u*v?*, 
由 此 ， 求 得 
[rr 
{Y= Otu* ~ Nv*), 6) 


»" 3 ane *Nv:), 


其 中 F 为 名 式 的 最 大 公 因 数 ，w 与 v0 是 互 素 的 整数 ，MN = a。 
方程 (15) 中 的 4， 如 果 能 写成 两 数 的 平方 差 的 形式 , 即 4 = M? 
一 和 N*， 则 fz，y，z 可 表示 成 男 外 的 形式 。 设 4 = M'-N*, yj 
(M? ~ N2)72 十 多 2 =22, 


BB CY tNICY ~ Nz)= (2+Mr)(z— Mrz)。 


$ qm y-Nzrz-g, 

z+Mxr=h, z-Mr-v, 7) 
则 有 ^ ug-ho, (18) 
BOD, 4 


i E (u +g, = gy 09s 


1 1 (19) 
2= (h+), e= pr”). 
Xp o Qu g) +o, (20) 
将 (20) 代 入 (18)， 得 
l g= 2Mu + Nv) 
” Ne+Mu ° 


将 上 式 代 入 (20)， 得 
h= u(Mu + Nv) 
"C Nu+Mv ° 


将 9、h 的 表达 式 代 入 (19)， 得 
u? — v? 
T= m 
2(Nu + Mv) 
_ Nu? +2Muv + Nv? 
^— 2(Nu+Mo) ' 
. Mu? +2Nuv + Mv? 
2(Nu + Mv) 


[Ure 
TE. 17-7 P +2Muv + Nut), ` 
, =-} (Mu? +2Nuv + Mv?), 
其 中 M?-N'c-a, 


上 面 仅 讨论 了 一 个 元 的 系数 不 是 1 的 情况 ,如 果 有 两 个 元 的 系 
数 不 是 1 的 情况 ， 其 不 定 方程 的 整数 解 又 怎样 去 求 妮 ? 即 求 不 定 
方程 


ax? + by? = z? (22) 
的 整数 解 。 
解 ” 设 4 是 一 个 非 平方 正 整数 ,县 方 称 
X*-aY?-b (23) 
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有 正 整 数 解 存 在 。 设 全 |，Y1 是 方程 (23) 的 一 组 正 整数 解 , 则 (22) 
可 写 为 

ax? + (Xi ~aY’)y=2:, 
经 变形 ， 得 

G(rtYiyr-Yy)-(-tX,y(- Xil 

t-Yiy-u, r—-Yiy-g, 

令 {px z—-Xiy-v, 
则 有 

aug = hv, 


仿照 上 述 的 方法 予以 推导 ， 求 得 


[7* F (aY u? +2X uv +Y ut), ` 


p laxa *22Y Qum At, 

XX, YR EX*-aY* = 6 的 一 组 正 整 激 解 : 
若是 一 个 非 平 方 整数 ， 已 方程 和 - DIt SEEEN, 

设 其 解 为 X 1， Y;, Fire: R8 


「z= 于 (bu ~ 03), 


{y= bY t2X YD) O ag) 


[se Eo a ea oe Xi, 

上 面 我 们 从 方程 中 的 系数 由 相同 到 不 同 而 提出 一 些 不 定 方程 
求解 问题 。 如 果 从 方程 z: +y? = 于 中 的 指数 这 个 角度 来 考虑 也 可 
以 提出 一 些 新 的 问题 出 来 。 方程 中 的 指数 都 是 2, 若 指数 不 全 都 是 
2， 又 会 怎样 呢 ? 比如 我 们 可 提出 求 不 定 方程 

z*4pgt-zzi 
的 正 整 数 解 的 问题 。 关 于 这 一 问题 ， 和 (天 了 将 专门 来 研究 
类 似 的 问题 还 可 以 提出 很 多 。 
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在 一 些 含 有 各 种 量 的 数学 问题 中 ， 由 于 量 之 间 的 相同 与 不 相 
同 ， 就 形成 了 可 能 是 不 同类 型 的 问题 。 当 我 们 考虑 了 其 中 一 种 类 
型 的 问题 之 后 ， 就 可 提出 其 他 类 型 的 问题 。 从 量 的 相同 到 不 同 可 
提出 新 问题 来 ， 反 过 来 ， 也 可 以 从 量 的 不 同 到 相同 提出 问题 来 。 
这 种 由 量 的 异同 提出 新 问题 的 方法 也 是 从 数学 内 部 提 出 问题 的 
重要 方法 之 一 。 


A 


3. 由 多 到 少 ， 由 少 到 多 7 


不 定 方程 2* +y” =z?* 有 三 个 未 知 元 ， 如 果 元 数 减少 为 两 个 ， 
比如 令 2* = 1， 这 时 方程 变 成 
z? +y’ =l, 
显然 ， 该 方程 全 有 二 组 非 负 整数 解 ， 
T=1, yY=0; 
220, y=1。 

上 述 方程 中 的 两 个 元 的 系数 都 是 1, 如 果 其 中 一 个 元 的 系数 不 
是 1， 比 如 y 前 面 的 系数 为 ?， 我 们 来 研究 方程 的 整数 解 , 即 求 不 定 
方程 

x? +by?=1 
的 整数 解 。 该 方程 叫做 Pell 方 程 。 

车 z"，y 是 上 述 方程 的 解 (为 了 叙述 简单 ,以 下 所 谈 方程 的 解 
BRER, Mr, -y - zy， 一 z，~ J 这 三 组 数 也 都 是 上 述 
方程 之 解 ， 所 以 我 们 只 要 讨论 Pell 方 程 的 非 负 解 就 够 了 。 

当 0>0 时 ， 方 程 具 有 z=1，!= 0 这 一 组 解 ， 所 以 又 只 要 研究 
4 为 负 整 数 的 情况 。 

若 121 是 一 个 完全 平方 数 ， 设 18| = ct, W 

z? + by? =x? — (cy)?  (ntcy)r-cgy)-1, 
BCe +ey)|l, œ- 211， 故 只 有 z=1，cy=0, 即 有 一 组 非 负 束 
数 解 z=1，!= 0。 

所 以 我 们 的 问题 又 归 名 到 只 要 研究 5<0， 且 121 不 是 一 完全 平 

方 数 的 情况 。 为 此 ， 设 b= ~ B， 有 下 面 绪论 。 


es 27 * 


£151.38 设 了 是 一 个 正 整数 ， 且 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 则 

方程 
x? — By? =1 《1) 
有 无 限 多 组 整数 解 z，y。 

设 zi~ Byi=1, $,20, 92 0J& PUE 20, y^ 0k BUE 
z+yw B 最 小 的 那 组 整数 解 ( 称 ?。，yo 为 (1) 的 基本 解 ), 则 (1》 的 
AH, yn SS FEX. 

z+YV BcotG.tUv B», (2) 
其 中 * 是 任意 整数 。 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 可 将 其 分 解 成 几 个 基本 问题 。 如 果 基 本 
问题 解决 了 ， 那 么 定理 也 就 容易 证 有 明了。 这些 基本 问题 ， 我 们 以 
引 理 形式 表 出 。 

引 理 1 ” 设 9 是 无 理 数 ， 有 日 9>>1 是 任意 给 定 的 带 数 。 设 L=zx~ 
6， 则 存在 整数 z，y， 使 得 


ILI <5, 0<y<q, (3) 


证 ” 设 y 取 0，1，2,…94， 均 存在 整数 z， 使 9 和 z< 90+1，, 即 
0cL«1, 
故 将 (zi， Y:), i=l; 2,7, q+1 代 入 工 中 ， 得 
L,,，i=1,2,…,4+1， 上 是 满足 0<<L <1, i21, 2,**,q t1. 
对 于 下 面 的 4 个 半 开 区 间 


rtl - aL 
[p arte emm 
根据 抽 民 原则 ,至少 有 一 个 区 间 落 于 两 个 上 的 值 TRI X PR 
AL DL;-z,-9,0, L7 xi-Vi0, Vi Vi, WA 
Ia =L] = |i = 23 = (Y1 7900] n 
& or-crQi-i, Y=Yı1>Y:, H0cyxd, 


HG) 式 成 立 。 〈 证 完 ) 
推论 。 有 无 穷 多 对 整数 :，y， 适 合 不 等 式 
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Iz- cL, (4) 
证 由 (3) 知 ， 有 整数 z,，! BE., KHa >l, i 
1 -y. d 
wc" yel «yos 
由 引 理 1 知 ， 存在 X;+1， Visi 适合 
LER E l 
而 上 式 中 的 下 足 码 i 可 了 到 1 TM FEN 
[£1 Y0] > |£ = Yb] > 
BT: Yi’ i=1,2, EPAR ER S, MEARS EAT, 
yi， 适合 (4) 式 。 
GEZ) 
引 理 2 ” 设 3 不 是 平方 数 ，B>>6， 则 存在 无 穷 多 对 整数 z, Y, 
使 得 
|x? - By* | «1423, 
证 在 (3) 中 取 9=B， 由 引 理 1 的 推论 知 , 存 在 无 穷 多 对 整 
数 z、!>> 0， 使 得 下 式 成 立 
- 1 l 
|z y6| «re (5) 
又 有 
|z 4 y0| = |z— y0 & 2y0| :|z — y0| -- 290 
ELS (6) 
由 (C5) x (6)， 得 
lz? - y*8?| = |z? - By? | «etie B«l +2V B. 
GEZ) 
5,83 ” 设 了 不 是 平方 数 ，B>0， 则 存在 整数 k， 0 二 18| <I + 
2v BB ,使 得 . 
. zt ~ By? =k (7) 
有 无 穷 多 组 整数 解 ?， DA 
e. 29.0 N 


证 AXHÉDNTIC2/ BPO RERO IAS, HUIUS 2 
知 ， 存 在 整数 &，， 且 |&|<1+2v B， 使 得 (7 有 无 穷 多 组 整数 
解 z，y。 又 因 B 不 是 平方 数 ， 故 x* ~ By* 二 0， 即 |k| D 0, CEZ) 

推论 。 设 B 不 是 平方 数 ，B>0， 则 存在 整数 P，0<1A| <1+ 
2/ 了， 使 得 (7) 有 无 穷 多 组 整数 解 z>0，!>0。 

现在 对 定理 1.38 进 行 证 明 。 

先 证 明 (1) 式 至 少 有 一 组 解 z,y 三 0。 由 引 理 3 知 (7) 式 有 无 穷 多 
组 解 z 之 0，!>0， 从 而 其 中 至 少 有 两 组 不 同 的 解 (z1*y1)? 志 (zz， 
Y2), Pri, 2:2, Yi, LERTE, HAEWTXRA: 


z1=2;,(mod|k|), y; - y (mod|£]|), (8) 
于 是 有 | 
(zi - Byi (Gi ~ Byi)= G2; - By1y,)* 
-B(ry-zxyu)!z-k, (9) 
设 zizs - By Xh, zy ~ Zay1=YR。 由 (9) 得 
X? - BY?=1,。 


下 面 证 明 关 ，Y 是 整数 。 由 (C8) 得 
z,2;— By,yQ; =x} — Dyi =k=0(mod|k|), 
Tiys ~ :yim iiU. ~ TY: = 0(mod|k]), 
HX, YER, 1Y 00, WETA, MY=0, Argis 


ME =E, BERAS OMAT =r = yal。 RAOR 


T, 

. kzi'(zi-Dyi-Ph, 
所 以 1=1， 故 XY1 =£, Y1=Y2, XXn, VD Os, VT IR. 
WEBMAX, YCOR HR, HY c0, 不 失 一 般 性 ,可 设 X>0， 
Y>0。 设 zeo，% 是 (1) 的 基本 解 ， 则 满足 

r+y B=(ro ty B)', n0 (10) 

Byz, yJÉCO HI. IAE X. +Y B» E-z, -YV B。 因 为 对 
于 任意 给 定 的 整数 >0， 有 让 = +-yw/ BB, x*-y:B=(E8)*=1，, 
故 给 出 (1) 的 一 组 解 z> 0,020, XBDÀXED1, 所 以 不 同 的 #* 给 出 
的 解 也 不 相同 。 于 是 (10) 给 出 (1) 的 无 穷 组 解 2>>0，,. y>0。 反 之 ， 2 
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ODRE HR, yc 0 都 可 以 写成 (10) 的 形式 。 如 车 不 然 , 则 

HIY B>, +Y B， 必 存在 某 个 整数 #, 使 得 
E*cr4yv/ B <E", 

上 式 两 端 同 乘 以 2"， 得 


1<(z+yv g)E' «E, 
(+y PE'ER TU +V BiNBEX, EI UM 1 是 一 组 解 。 由 于 

u +U B>l, (11) 
ak Ou UV B= LIE. a2) 
由 (11) +2), f$ 

2u>1+0=1, 


u> o, 
BOD-2, £f 
| 2W/B»1-120, > 
故 ">>0。 而 &+vw B <E， 此 与 E 的 选择 发 生 矛 盾 。 这 就 证 明了 
MDR RERO, y— 0 可 以 用 (10) 式 表示 出 来 。 
用 上 述 的 结果 ，(1) 的 全 体 解 z-<0，y<<0, 可 以 表示 为 


r-y/z B= ~-E", n0, . a3) 
d) 的 全 体 解 z<0，!>> 0， 可 表 为 

r+Yy/ B=-E", s>0, (14) 
CD 的 全 体 解 z> 0，y<0， 可 表 为 

zy B EU, 80, (18) 
(1) BP Af x1, y-0, WEA | 

z+yv B=E°, (16) 


BOO, (13) O0, 09), GOM, CO 的 全 体 解 xz-，y 可 写成 
(2) 的 形式 。( 证 完 ) 
推论 对 于 任意 给 定 的 整数 >0，(1) 存 在 无 穷 多 组 解 zjb， — 
满足 y= 0(modn), 
定理 1.38 告 诉 我 们 只 要 求 出 (1》 的 基本 解 ， 则 其 金 部 解 也 就 
求 出 来 了 。 怎 样 求 (1) 的 基本 解 呢 ? 这 可 用 试验 的 方法 。 设 y= 1， 


e 3] 。 


2, 3,… ,直到 1 + By? 是 一 个 完全 平方 数 ， 就 可 求 出 基本 解 。 
例 RHET ~ 102: =1 的 全 部 整数 解 。 
M ” 先 求 出 基本 解 ze ，y,。 
用 试验 的 方法 ， 设 y= 1，2，3，…。 
当 y=1 时 ，1 + 10y? = 11 关 zx*。 
当 y = 2 时 ，1 + 10y? = Alec, 
当 y= 3 时 ，1 + 10y* = 91 关 x?。 
当 y= 4 时 ，1 + 10y? = 161 关 xX?。 
当 y= 5 时 ，1 + 10y* 2251zz',; 
当 y= 6 时 ，1 +10y? = 361- 19?, 
所 以 T? — 10y* = 1 的 基本 解 为 z, = 19， yo = 6, 
再 写 出 +，y 的 全 部 解 。 
T+ IOU= + (ro ty 10) = + (19+6v 10), 
CO 式 仅 含 两 个 元 ， 如 果 将 元 数 增多 ， 也 可 提出 许 许多 多 的 
问题 ， 比 如 可 提出 如 下 的 问题 ， 来 四 元 一 次 不 定 方程 
Titri +E +r] - 
的 非 负 整数 解 。 
显然 ， 此 方程 有 下 列 四 组 非 负 解 ， 
Xi-i1, =0, Xs=0, z,-0; 
$120, =l} Xs=0, ,=08 
T1=0, x;-0, 25-1, *£,-0; 
$1720, z,-20, r,-20, z,-]1, 
一 个 数学 问题 中 含有 各 种 量 ， 由 于 量 的 数目 不 一 样 ， 往 往 就 
可 以 形成 不 同类 型 的 问题 。 因 此 ， 当 我 们 解决 其 中 一 种 类 型 的 问 
题 之 后 ， 就 可 从 问题 所 含量 的 数量 增 减 提出 问题 。 对 所 提出 的 问 
题 进行 研究 与 解决 ， 就 可 丰富 数学 的 内 容 。 DURS HERR EH LE 
也 是 从 数学 内 部 提出 新 闻 题 的 方法 之 一 。 


2 中 的 (22) mut ty =z ERRER, MA 
. 32 。 


对 于 
ar? -by*!-cz!, (1) 
又 是 一 个 当 c = 1 时 的 特殊 情况 。 当 我 们 考虑 了 (22) 式 的 整数 解 之 
后 ， 由 特殊 到 一 般 就 可 提出 更 一 般 的 问题 ， 求 不 定 方程 (1) 的 整 
数 解 。 
我 们 首先 研究 此 类 方程 有 整数 解 的 条 件 ， 然后 给 出 求解 的 方 
法 。 
显然 ，(1) 有 平凡 解 z= 0，! = 0，z = 0。 我 们 只 讨论 (1) 不 
全 为 零 的 解 ， 且 设 (2，y，z) = 1。 我 们 再 假设 qbc 关 90，a、6b、c 全 
是 无 平方 因子 的 整数 ，(4a，b8,，c)=1。 进一步 我 们 可 假定 (a,5) 
= (4G,，C) = (0，c) = 1。 如 车 不 然 ， 设 (a, bd, (a, c)-e, 
(5, c) - f, Bi, (a, b, c) = 1, 可 得 (d,e) = (d,f)= (ef=1 
且 由 a、58、c 无 平方 因子 和 (1》 可 得 d|z，ely，f1lx， 于 是 ， 4 
a-dea,, b=dfbi, c=efc1, z-fz,, — 
y-ey,, z-daz,, 
代入 (1), 得 
afr? +biey!: =c1dz’, (2) 
黄 中 fclf，bie)= (Caf, cid)= (b,e, cid) = 1, CHOR CO BU AR 
QVEETUA I EET E100) FREE, OE 3t— 


Md" >O, 00, c2 0, 


"a FLSHB FURREOE  RHA HERI OPI 上 来 。 下 面 我 
全 就 给 出 时 定 条 件 方程 的 整数 解 的 判别 条 件 定理 。 


定理 1.39 不 定 方 程 . 
ar? + by? = ez? .() 
的 系数 满足 条 件 
a>œ>0, b>0, c0, (a, b= (a,c) x (5,0) « 1, 
0，0 5 都 无 平方 因子 (4) 


时 ， 则 (3 有 一 组 不 多 为 零 的 整数 解 z， 多 zy 且 有 (Cz,y,2) = 1 的 
充分 必要 条 件 是 
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Cen CD (PL e» 
(地) 叫做 勒 浪 德 (Legendre) 符 号 ， 


(2)={ 1, ‘车 a 是 模 p 的 平方 剩余 ， 
-1 若 a 是 模 p 的 平方 非 剩 余 。 

假设 (a，m) = 1， 如 果 同 余 式 

x? =a(modm) 

有 解 ， 则 c 叫 做 模 岂 的 平方 剩余 ， 否 则 叫做 模 六 的 平方 非 剩余 。 

证 设 满足 条 件 (4) 的 (3) 有 一 组 解 z,y,z 不 全 为 零 ,上 且 (z,y， 
z)=1。 当 z 关 0 时 ， 分 下 面 儿 种 情况 讨论 。 

i) 当 z=0,，y= 0 时， 这 种 情况 不 可 能 出 现 。 否 则 , 因 c>0，. 
bp>0，c>0， 必 推出 z = 0， 这 与 2 到 0 的 假定 矛盾 。 

H) Xr-0, yX0H, BWüc|by, HACC, 5-1, Wely W 
Wc-1, WEFR, Wei, WDEEGRDIC, ply’, Bp icz, 
因 c 元 平方 因子 ,所 以 p|z。 这 与 (z,y) = 1 矛盾 。 这 就 证 明了 c = 1。 


于 是 有 (~ 和 ) = 1。 
ii) Xr40, y-O0mj, ŽID ut, 
iv) MXiz40,y-0Bf,Hiaz* + by* z0o(modc)(aby* , c) = 1,18 
(=) ( -.95)., 
类 似 地 ， 可 证 得 (2 ) = (22) = 1。 必 要 性 证 完 。 
现 证 充分 性 。 设 (3) 满 足 条 件 (4)， 且 (5) 成 立 。 
， 当 a= b=c=1,，(3) 显然 有 不 全 为 零 的 解 。 下 面 讨论 c,g，c 


不 全 为 1 的 情况 。 由 (3) 取 模 c， 得 Dn 
ax? + by? z:0(modc) (6) 


因 (一 2)= 1, (a, c7 1, HG RS, Ege = ~ ob(mode), 


fco daa, — 1(modc), 于 是 由 (6)， 得 
. 34. . 


ax? + by? —cz*zaz* + by* &a,a'z* +a,aby? 
za,(a*zi ~ k?y?) =a, Car- ky) (Ga + ky) (modo), 
由 (3) 取 模 a， 得 ， 
by? — cz?  o(moda), (7) 
因为 (如)=1 和 (a，5) = 1， 故 存在 整数 S， 使 $+ 二 6cCmoda), 有 - 
整数 b1:， 有 461 三 1(moda)。 于 是 由 (7)， 得 
ax? + by? ~ cz? zby* ~ cz? =b, by? — bibcz? 
=b, (biy*—S*z!)-b,(by—Sz)(by- Sz)(moda), 
由 (3) 取 模 5， 得 . 
ax? — cz? - Q( modb), (8) 
ES (5) = 1 和 (o， 5) = 1， 故 存在 1， 使 正三 ac(modb) 和 a, 使 
aa, =] (modb), TjÉHi(, f 
az? + by? — cz? =a, (ax ~ tz)(ar + tz) (modb), 
我 们 将 上 面 得 到 的 几 个 式 子 ， 用 统一 符号 记 ， 即 存在 
L;(z, y, 2) -l;z tm;y 9,2, 
` i=1, 2, 3 
Mj;(t, y, 2) SU, TUUM W,2, 


GZ eby* ~ cz? s L,(z, y, z)M,(z, y, z)(moda,) 
i21, 2, 3, 0,70, d, — b, 935-€C, 


由 孙子 定理 中 ， 存 在 整数 !/，m，# 和 w，v，w， 满 足 


© 孙子 定理 En22, Mis Mz, s 人 .是 两 两 互 素 的 正 整 数 。 令 
m,m;-m,-M-sm,M,-m;M;----m.M,, 

旭 同 余 组 : 
zzz0, (modm;), 
rzzc;(modm;), 


zzzc,(modm,) 


有 且 只 有 解 ` 
zzzM;a,0,* M;a;c; + © + Ma.c,(modM), 
其 中 Maciqnodm, k=1, 2, , ne 
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l=l, (moda), 1=1,(modb), l=l,(modc); 

m=m;(moda), m=m;,(modb), m-m;,Kmodc), 

n=n, (moda), n=n, (modb), n=n,(modc); 

u=u; (moda), uzu,(modb), u=u;(modc); 

, v=æ=uv; (moda), vzv,(modb), v=v(modc); 

w=w;(moda), wzw,(modb), w=w,(modc), 
4 L(z, y, 2)-lx c my * n2, 

M(z, y, 2) -uxtvuytwa, 
则 有 

ax! + by! ~ cz? L(z,y,2)M Gr, oemodabc)。 
考虑 整数 组 成 的 三 元 有 序 集 | 

T-(G,y, |01 <v bo, 0«y«vac, 

0x2 ab). 

BTE OD A, Vab, v Bec。wv ca 中 至 省 有 一 个 无 理 数 ， 设 为 
Vca。 因 此 zx 在 T 中 到 Lw 5a+1] 个 值 ， 册 此 推出 T 中 元 素 的 个 数 
>V bev ab +E caj)>sbr。 于 是 有 不 同 的 两 元 素 Gi, vi, 
Z1), Gy, Ji, Zz30€ T, 4x 

L(z,, yi, z,)mLizs, ys, z,)(modabc), 
Bib, L(zi—2:, Ui — Us, Z1 7 2:) 5 0(modasc), 
i ixi1- il =s, 191-7 9sl 79, |21—2il =z, 即 有 一 组 不 全 为 零 
的 整 解 ， 满 足 

ax? + by? ~ cz? 0 (modabc), 
且 0x€r«Xvbce, 0&Y<V ca, 0sz«v ab, 


B LX 

-abc«ax* 4 by* — cz? «:2abc, 
故 得 

az? + by? —cz? x0 | (9) 
E 

az? + by? ~ cz » abc, a0) 


BOo, 8 
* 36 5 | 


Pl i, Ae 8E 


iy 


ar hs 


ax? + by? = cz* +abo, 
即 ar? +by’:=c(z? +ab), | 
方程 两 边 同 乘 以 z* ab, d 
(ax? + by*9(z* c ab) s c(z? cab)*, 
经 变形 ， 得 
alzz HDVy)2 + b(yz az)? « c(2? +ab)?, 
4rzcby- X, yz-ar-Y, z? +ab=ZÆ#0, 
于 是 有 
aX *yY = cZ。 
因此 ， 由 (9) 或 (10) 给 出 (3) 的 一 组 不 全 为 零 的 解 ， 约 去 其 最 大 
公 因 数 ， 就 得 到 (3) 的 一 组 满足 (Y，y，z)=1 的 解 。( 证 完 ) 


下 面 我 们 给 出 (17 的 具体 解 的 形式 。 
车 方程 (1) 有 正 整 数 解 ， 设 为 (7。，y。，z。)， 则 (1) 可 和 写 为 
ezi- 61 LT +by? = cz?。 
经 变形 ， 得 
b(r,y +YoT)TY ~ YT) = CT02 + ET) R02 — Zr) 
令 TY t+YoT=U, TAY~ ovg, 
ToZ+2ZoT=h, TZ- Z, =V, 
则 有 
bug = chv, 
解 上 述 方 程 ， 得 


[r= bu -cv?), 


d. 


7 (by,u? +2CZ,UV + cy,v*), 


15 
Lz = Jozu? * 2by,uv + c2,7?), 
其 中 (x,。，y。，z,) 是 方程 a0z? by = cz 的 一 组 正 整数 解 ，F 是 各 


式 的 最 大 公 因 数 。 
同 理 可 得 ， 
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F 
" EM T20z,uU + o2,U*), 
2 


XB, o) 是 (1)》 的 一 组 正 整数 解 ，F 是 各 式 的 最 大 公 因 
数 。 

「 zx = qon -2by,uv — b £V), 
y= Jayu? ~ 2ay,uv ~ by,v*), 


z=20 p u? +bv?), 


其 中 Cz。，y。，z。) 是 (1) 的 一 组 正 整数 解 ，F 是 各 式 的 最 大 公 因 
数 。 
当 我 们 研究 了 一 般 方程 (1) 之 后 ， 可 再 考虑 它 的 特殊 情况 ， 
特别 ， 当 czz= -1，a= 1，8= - B(B>0) 时 ， 求 不 定 方程 
xz*— By:= ~1 (11) 


的 整数 解 。 

当 B= 1 时 ，(11) 显 然 无 整数 解 。 当 B= 4 时 ,(11) 亦 无 解 .1， 
4 都 是 平方 数 ， 一 般 地 ， 当 B 是 平方 数 时 ，(11) 都 无 整数 解 。 进 一 
步 我 们 知 ， 当 B= 48CR= 1,2,3，…) 时 ,11) 亦 无 整数 解 。 当 B= 
5 时 ，(11) 有 整数 解 y= +1，x= £2, "MB-13Bj, Y= t5,2- 
土 18， 当 B=17 时 ,有 y= +15,x= 62。 一 般 地 ， 我 们 猜想 当 B=1 
《mod4) 时 ，(11) 有 整数 解 z-，y。 经 证 明 这 一 猜想 是 对 的 。 

当 B 不 满足 上 述 条 件 ， 是 否 (11) 都 没有 整数 解 呢 ? 答 案 是 否定 
的 。 下 面 我 们 给 出 无 整数 解 的 条 件 。 

定理 1.310 设 B=2p， 当 p 是 一 个 素数 ，2p=r?+s’,r 二 土 3 
(mod8), s= +3(mod8), MRADEM. 

经 过 上 面 的 探索 之 后 ， 进 一 步 我 们 要 问 ，(11) 如 果 有 解 ， 是 
否 也 是 无 穷 多 组 解 呢 ? 我 们 可 采取 如 下 方法 进行 推测 。 
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BUFODIZOÉX E5 105 2 BEREIT EDA -By = 1 内 
在 等 式 左边 差 了 一 个 符号 “~”， 因 此 使 我 们 想到 邵 果 将 (11) WI 
XY, 8 

(z? — By?) z(-1)5*, 
经 变形 ， 得 

(&+YV BO '(zx-yy/ B)’ =ï 
如 果 设 (+y B) =u+0oVB, WÉ 

u= zx? + By?, v=2ry, f& 

(x-y B) =u -uV B, 
故 u-v B 1. HEI, Jfr, ties" ~ Byt = -189— 
组 解 ， 则 4%，v 是 x? ~ By = 1R- RR, CDRT M 
u’ 一 Bou”=] 求 出 来 。 由 于 ?一 Bv?= 1 有 无 穷 多 组 解 ， 因 此 我 们 
猜想 OD 如 果 有 解 ， 也 一 定 有 无 穷 多 组 解 。 经 推 证 我 们 有 如 下 
结果 。 

定理 1.311 设 3 是 一 个 正 整数 且 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 如 果 
ODAM, Lro, VDOR EET! - By? = -1 的 所 
r0, YOWERI PET +y B RUER (Gn, vini 
(117 的 基本 解 )， 则 (117 的 全 部 整数 解 z，% 可 写成 如 下 形式 ， 


Zt B = tua tyv B), (12) 
其 中 ?是 任意 整数 ， 且 | 
Z +Y B Git B)* (13) 


其 中 z。， yo 是 方程 x?* — By’ = 1 的 基本 解 。 
证 明 Ou -yuvB)'sutv/B, W 


(zi -yi/B)'zu-w/B, 于 是 
u? ~ Buv? = (uc v / B (uv /B) 


=(T1 +YıV B)?’ (2i -Yı VB)? 


=(xi =~ By)*=(~1)*=1。 
因此 wk，z 是 方程 
z?-Byg*z| 
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的 一 组 解 。 下 面 证 明 (13) 给 出 了 上 述 方程 的 基本 解 。 如 车 不 然 ， 
WEBER, Ya W 

1l«x,-yB«Gi;tUuvB), 
将 上 述 不 等 式 中 均 乘 上 - zi 9i B, HB 

-ZXi4UVB <la +Y BX ~ 21 +Yı V/B )<LC + 


Vi BO'X-z, +Y; VB ) 


Bp ~£, +Y B <ro +Y B X- 21 tyiv BOo«n 
+YyıvB o (14) 
WG, +Y B -2 tuv B) =z *y'V/B, W 
T= ori +Y YB, y/-fyi-gy.ri. 因此 
z? ~By’? =(= rr +Y,Y1B)? ~ BC(roYi ~ Yor1)’ 
=x; (xi ~ Byi) +y; B(Byi ~ x!) 
= (xi — By); ~ Byi)=1x(=1)=-1.. 
于 是 (14) 可 写 为 
0c —z,tUi/ B <T’ +Y’ B«zitVivB, Yi#0.(15) 
因为 sc/-By]--1, Wu! VB Ele 
如 果 i1i«x'-UVB, WE 
1«z' -yv/B «xi *Vi/ B, 


而 zy B-—yg. BUE 
0c -z' «y^ B «1, 
由 1*0«zx'-y'/ B *(-zx' +Yy vB), 
即 1«2y/B, 
n y'»0, | 
由 z’ xy VB -(-z' +Yy VB)>1-1, 
Bp 2x! 0, 


áp x20. JH Ex! tyv B 的 定义 矛盾 。 
如 果 zx’ +y vB <1, Wn d 
l«-z'-y'/B«ztuvB, 
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0«zx' - y/B«1. 

-z!ty'/B +r -y'/B»1*9, 

y’>0; h-r -yVB-(QG'-y'B)»1-1, 

z/«0, mj -2z5^-By'*z-1, 

这 与 ri +Y B XS FE AUETT JB. 

由 以 上 证 明 ， 得 知 (13) 式 成 立 。 

对 于 任意 整数 x，(12》 式 给 出 的 -，y， 显 然 是 (11) 式 的 解 。 

反 过 来 ， 设 +:，y 是 (11) 的 任 一 组 解 ， 令 . ; 
Gty/ B) -z( tyivB)sz' +2 VB (16) 

Wdx'z-rozeyuyB,y'--zriytyr, 5 
(x—-y/B)(-2i-yiv/Bosz'-y' VB. 

于 是 (Z -y'/B)('-y'vB)-G*Wy/B)X-zityiv/B)o* 

(z-9/ B)(-2i-Viv/ B), 


E FEY 


Bn x’? — By’? =]. 
故 知 ” xz’，y^ 是 不 定 方程 
x? ~ By? =1 


的 一 组 解 。 于 是 由 定理 1.38 知 ，x ，y 可 写成 如 下 形式 ， 
z’ +Y’ B =+(ro +Yy vB)", 
其 中 为 整数 。 a7) 
HOO, GDA, 
Gtyv/ B) -zi tUi / B)2 tty vB). (18) 
FÉ CI, G84 
(ty B)X-rieVuVB)st(Giryi/ B)" 9 
即 EEUB = tu +y VB)", 
其 中 "为 任意 整数 。 GEZ) 
上 述 的 方程 ~- By? = 1，z2 ~ By? = -~ 1， 均 是 特殊 的 二 元 二 
次 方程 。 我 们 解决 特殊 方程 z: -By! = ~ 1， 通 过 问题 转换 , 变 到 
已 解决 的 特殊 二 元 二 次 方程 x? -By = 1 上 来 。 通 过 “特殊 ?解决 
“特殊 ”， 这 是 我 们 解决 不 定 方程 z* - By! = — 1 的 一 个 基本 思想 方 
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当 解 决 这 两 个 特殊 的 二 元 二 次 不 定 方程 之 后 ， 很 自然 地 ， 内 
特殊 到 一 般 ， 提 出 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 的 整数 解 问题 。 特 殊 
-的 二 元 二 次 不 定 方 程 ， 我 们 已 经 知道 ， 如 果 它 有 解 ， 一 定 有 无 穷 
多 组 解 。 一 般 寓于 特殊 ,可 猜想 ， 对 于 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 
如 果 它 有 解 ， 一 定 也 有 无 穷 多 组 解 。 经 过 证 明 ， 这 一 狂想 是 正确 
的 。 怎 样 证 明 这 一 结果 呢 ? 把 一 般 妇 结 到 特殊 ， 通 过 特殊 解决 一 
般 。 这 是 解决 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 有 无 穷 多 组 解 的 基本 思想 
方法 ， 下 面 就 来 叙述 这 一 结果 。 

定理 1.312 ”如 果 满 足 如 下 条 件 ， 

i) D= 6b? -4ac>>0，D 不 是 一 个 平方 数 ， 

ii) Az 4acf * bde—- ae? ~ cd? ~ fb? #0, 

iii) Ng Jr E 

fi,y) 2 ax? * bxy * cy* «dz e ey - f - 0, (19) 
有 一 组 整数 解 z, Yos 
则 (19> 有 无 穷 多 组 整数 解 ， 
证 明 (19)xD:, 得 
aD'z! -bD?zy, -cD'y* edD?z + eD'y + fD? «0, 
(20) 
4 Dz=r' +2cd-be, Dyz y! * 2ae— bd, (21) 
代入 (20) 式 ， 得 
a(z’ +2cd ~ be)? + b(x^ +2ed -be)( +2ae - bd) + 
+C(Yy’ +2ae~ bd)* «dD(z' +2cd — be) 
+eD(y’ c 2ae—- bd) « D? 20 


Hj] ar’? c 60x'y'—-cy/*—- DAx 0, (22) 
HUPDCOBIE—OEJPDES Whao, RRR, Wao, 

(22) x 4a, $8 
(2az! + by’)? — Dy’? = 4a DA, (23) 


4 X=2ar +by', Y-y', 再 由 (21)， 得 
X -2aDz t bDy +dD, 
Y = Dy — 2ae t bd, 
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X4 pz2aD, q- bD, rzdD, szD, t= -2ae bd, M 
X=pr+qy+r, 


(24) 
Y=æsy+t, 
再 令 44aDA= M0, RACI), fB 
X*-DY?- M, (25) 
由 于 (19) 有 一 组 解 z。，y。， 代 入 (24)， 得 
pxo +qyo +r= X,, 
(26) 


Sy; +t=Y,。 


Xos Y, 是 (25) 的 一 组 解 。 
因为 ps>0， 由 定理 1.38 的 推论 知 ， 对 于 ps， 存 在 无 穷 多 个 
Zz? ~ Dy? = 1 的 解 wW+vw D， 使 得 4 三 0(modps)。 故 有 w’: 三 1(mod 


PS), H'"ft—3 figu 1(modps), Bi, in ue 1(modps), 
则 可 取 
ui tv D = (u +v D)’ =u? + D+2u VD, 

TES 

u,-u* +v? Dez 1(modps), 

vı = uv — ó(modps), 

X +YVD = (X, *Yw/D)utvc/D), 

W1(nodps), v=0(modps), 


(27) 
A - XQuctY,uD, Y - Xu * Yu, 
启 (24) 和 27)， 得 
Xu+t+Y,vD=pr+tqytr, 
(28) 


X,UtY,u-sy-t, 

对 (28) 取 模 ps， 得 
X, =px +qy +r(modps), 
Y, =sy + i(modps), 
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把 (26) 代 入 上 式 ， 得 
p(x~7X0) +q(y~ y, )-0(modps), 


8Cy — yo) :0(modps), 
于 是 ， 得 
© f-irtsm,—qm, 


Y=Y +MP. 


这 就 是 说 ， 我 们 从 (25) 的 无 穷 多 个 整数 解 (27)， 通过 (28) 得 出 
(19) 的 无 穷 多 个 整数 解 z，y 

GE) 

从 上 面 的 证 明 过 程 我 们 可 以 看 出 ， 要 证 明 一 般 的 (19) 式 ， 通 
过 等 式 变形 得 (20) 式 ,再 通过 (21) 的 变量 替换 ,归结 到 它 的 特殊 的 
《22) 式 。 继 续 等 式 变形 ， 变 量 替 换 ， 又 妇 结 到 它 的 更 特殊 的 (25) 
式 。 进 一 步 归结 到 它 的 更 特殊 的 pel 方 程 。 而 该 方程 我 们 已 经 解决 
了 。 从 而 一 般 型 的 不 定 方程 的 整数 解 的 问题 也 就 解决 了 。 这 是 我 
们 解决 一 般 型 问题 的 常用 思想 方法 。 

Ji Ex ey =z? 是 一 个 二 次 方程 ， 一 般 地 ,次 方程 是 否 有 整 
数 解 ? 这 个 问题 ， 我 们 将 在 下 一 节 详 细 谈 。 

方程 rty’ =z, REEI 

i. y!-z?20, 

方程 zx? ~ By:=1， 经 变形 ， 得 
z*- By? -1=0, 

JE oxtey'-zt, BEE, d 
z*4y*-2*20, 

上 面 等 式 左边 的 表达 式 都 是 一 些 特殊 的 整 系数 多 项 式 。 更 一 
般 地 ， 设 /zz,，z:，…，z) 是 任 给 的 具有 整 系数 的 多 项 式 ,考虑 
不 定 方程 zi，z: ，…，zn) = 0 的 整数 解 的 问题 ， 就 是 德国 数学 
家 希 尔 伯 特 〈Hilbert,D.1862 一 1948) 于 1900 年 提出 的 23 个 著名 
问题 中 的 第 10 题 ， 具 体 表 述 如 下 ， 

f(z1，z2，…，z,) 是 任 给 的 具有 整 系数 的 多 项 式 , 试 设计 一 
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种 方法 ， 根 据 这 种 方法 可 以 通过 有 限 步 运算 来 判别 不 定 方程 
fz1, xx, e, Tn)=0 
是 否 有 有 理 整 数 解 。 

利用 初等 数论 和 数理 逻辑 的 方法 ,给 出 这 个 问题 的 否定 回答 。 

但 是 对 于 某 些 特殊 类 型 的 不 定 方程 ， 存 在 一 个 是 有 有 限 步 运 
算 的 方法 来 决定 这 些 方程 是 否 有 有 理 整数 解 。 

对 于 一 个 较 大 范围 不 成 立 的 结论 ， 我 们 可 以 缩小 范围 ， 在 一 
个 小 的 范围 再 探索 结论 是 否 成 立 。 这 也 是 我 们 思考 问题 的 一 种 常 
规模 式 。 

由 特殊 到 一 般 ， 由 一 般 到 特殊 ， 这 是 人 类 认识 事物 的 两 个 基 
本 认识 过 程 。 人 们 对 数学 的 认识 也 遵循 着 这 一 规律 。 人 们 把 这 种 
基本 认识 过 程 用 来 发 现 数学 问题 ,提出 数学 猜想 ,解决 数学 猜想 ， 
就 形成 了 数学 中 的 两 个 重要 的 思维 原则 ， 由 特殊 到 一 般 与 由 一 般 
到 特殊 。 在 一 定 条 件 下 ， 特 殊 可 以 转化 为 一 般 ， 一 般 也 可 以 转化 
为 特殊 ， 利 用 这 种 转化 ， 就 形成 了 数学 中 的 两 个 基本 方法 ， 一 般 
化 和 特殊 化 。 这 是 提出 数学 猜想 ， 解 决 数学 猜想 的 两 个 重要 的 方 
法 ， 也 是 数学 中 最 常用 的 方法 之 一 。 


5。 由 形 到 数 ,由 数 到 形 


不 定 方程 2* +y = z2 的 正 整 数 解 的 问题 是 从 几何 问题 匀 股 定 
理 提出 的 ， 这 是 由 “ 形 ” 到 “ 数 ” 提 出 的 问题 。 我 们 也 可 以 由 “ 数 ” 
到 “ 形 " 提 出 问题 。 


我 们 对 方程 
z+Y =z? 
进行 变形 ， 方 程 两 边 同 除 以 z*， 得 
Qo 
4u-7, v- 3, WiCCOBIBEIEIIRUE, RER 
X BUS 


ut +v’ =] 
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上 的 有 理 点 《其 坐标 为 有 理 数 的 点 称 为 有 理 点 )。 因此 (二 ?中 的 定 
理 1.21 就 等 价 于 ， 


单位 圆 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 
2mn . m* =n? 
(m?rxn?^ m tn?’ 


我 们 知道 圆 是 二 次 曲线 的 特殊 情况 ， BASIS ES GATA 
有 理 点 ， 那 么 我 们 可 提出 如 下 的 猜想 ， 
任意 二 次 曲线 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 
这 个 猜想 是 不 成 立 的 。 为 了 否定 这 一 猜想 ， 我 们 只 要 举 一 反 
例 即 可 。 例 如 ， 双 有 由 线 
u*- ïu? =2 (15) 
IUCHOERERA. WETA, di 


z y 
u=, V=, (x,9,2)—1 
z? 2° 3 TM ) , 


WOD HEX 
z*-3y?-222* : (2) 
之 整数 解 的 问题 。 
取 3 为 模 ， 则 
z?z22?(modi), 
由 此 可 得 3|z，3|z。 由 (2) 知 31y， 这 与 (z,y,z) = 1 矛盾 。 故 
(2) 式 没 有 整数 解 ， 也 即 (1》 没 有 有 理 点 。 
如 果 再 加 些 限 制 条 件 ， 则 有 下 面 结果 。 
定理 1,313 ”在 非 直线 的 有 理 系 数 的 二 次 曲线 上 如 有 一 AM 
点 ， 则 有 无 穷 个 有 理 点 。 
证 不 妨 假 定 二 次 曲线 所 经 过 的 有 理 点 为 坐标 原点 ， 不 然 只 
要 作 一 次 平移 即 可 ， 所 给 的 二 次 曲线 可 表 为 
flu,0) t fi(u,v) 20 
其 中 fCw,0) 为 关于 Ww，v 的 二 次 齐 次 式 ，f 1Cu,v) 为 关于 Ww，v 的 一 
KEKA. fuu), fuU DIRETE RENAE U, v) 
-0, WEHRA—~HR, #fiu,)=0, REEL UB ERU PA 
直线 ， 这 与 题 设 不 符 。 
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4 v= OU, 则 
uf ,(1,0) * f1(1,0) =0， 


就 得 
w= -0 Q2 9fi(,0) 
f2(1,0) , fi,09) ° 
KALIETAN. 《证 完 》 


定理 1.314 设 A，B，C 为 不 全 为 零 的 有 理 数 ,车 B*~44C 
为 一 平方 数 ， 则 二 次 曲线 
Au? + Buv - cv? + Du - Eu 4 FzQ (3) 
上 有 无 穷 个 有 理 点 。 | 
证 明 4B'-4ac- A^, Dj 


B 2 
2 72 一 —— 
Au? + Buv 4 cv = A[(u* Z9) t 
C B'..- B A 
+ (ua) An zzz) 
zB v La) 
2A 2A /* 
EAS, 4 
B+4 一 卫 + 人 
uou v =u- 2À v, 


解 出 w,v, 代 入 (3) 式 ,得 
Au’v’ * D'u' +E’v +F’=0。 
Bw, f$ 
w=- EVIE 
Av +D ° 
显然 (3) 有 无 穷 个 有 理 点 。 
若 4=0， 令 
u’ TIL v = o—U, 
则 得 
Au’? + D'u/ *E'v' cF' =0。 
XQÓE^'360, Hj, Bj 
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1 Au’? 4 D'u! +F’ 
V = 一 一 一 一 一 


故 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 
EE = 0， 则 原 曲线 不 是 二 次 曲线 ， 故 不 符合 题 设 。 从 而 定理 得 
证 。 《证 完 》 

如 果 把 勾 股 定理 作为 欧 氏 空间 来 考虑 ， 那 么 勾 股 定理 只 是 作 
ANEK RE H n = 2 时 的 特殊 关系 式 。 在 三 维 欧 氏 空间 中 , 直 
棱锥 的 斜面 面积 记 为 ?9， 三 个 直角 面 面 积 记 为 3 ，s:，ss， 则 有 等 
Rs’ssitsitsi AE, ERKRATH, HARUTEE 
EGERDBÉDEDRUE, di ROHRISTERIUE EIER RE OA, , 
OA;, BE) 04, 得 到 图 形 04 1A, --- A | fln PE EC AA 
EF, WAA ARA, FERRER, 其 余 的 各 面 叫 
做 直角 面 ， 把 不 含 04 ,楼 的 直角 面 记 作 s,， 则 有 


S? = Dsi 
i-i 


我 们 用 格拉 斯 曼 代数 证 明 这 一 等 式 。 
证 记 04h,=a，|a,|=a,, i21,2,-,n, 
NMÜSJB AC, 3)20, dA =a Aa, A Aa, WWCA, AD 
[én- D153*, WAE (Qs 一 01)AA(as -a))A--A(2, 21), Wf 
(4,4) =m- iis], 
由 于 
(41,01)(01,0,):(01,0;-1) (0 ,0,,1)* (0, ,0,) 
(a5 ,a1)(05 05): (02,0, 1) (02 05, 1)° (0, ,0,) 
Aisi) 5 (i-1,9)0(0;- 1,91): (10;-1,0;-1) (04-1 04,4) l 
(a,-1,0,) 
(6j ,1,01060;,1,0:)*7 (05,1,0)- 10 (0,1 ,0;,1) Ur 
(0;,1,0,) 


Cansa Y(0,,01):(0,,0;-1)(0,,0; 1) (0,,0,) 
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[LU 
Q 
» 
1 
= 
li 
~ 
a 
Q 
& 
aw 
N 
. 


(85 —04,0, ~A) — 04,0, 41) (2, —-0,,0, —01) 


(45—81,85704,)(05 —G; Rs — vire (03 04,0, —01) 


(4,4) = 
An~ Or Æ ~ OI Anm 2415504 01) (Gn ~ 01,0, 701) 
a}; +a} ai =% gi | 
=- ai aitadj e dj | 
" 1 
a? aj a: sai] 
=A ALA? 1 1 i 
zj0i:0; ai*ai + 而 o 


所 以 (4,4) = > CÀ; D, 从 而 有 


i~i 


LI 
S* = E SiL GER) 
i-i 
(EJ PREKER, a,b,c, ERENER, LÆRER ARZIN, 6,8, y XL 
的 元 素 。 
4A9L-R, A1L-L, 

Aha, BELRIER, ALEK, i*a(cADD, HW RT Af. 

i) (2,04 + 0565) ÁB a, (3448) « a4 (05 ÀB), 

ii) aAB = - BAa, 

Ema ABO fm xau ABO & i ATL, CALP, EXM: Laat 
A80 S8 Eb,G,, B,) 2 RS EGAR) + Xib, C1, B) EXE: aa (I BO - E 
ad,(0,, Bide 

—R A, XEP2«k«n, EMEK 40,4 Aq) B 24k XA L, BN RETIA 
Lub 

i) (aa + bB)Aa, A. Aa, 

-a(02Àa, À- Aa.) * b(BAa; A Aa), 
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ii) Fij, 0,-0,, WoiAa; A-Aa, «0, 

HD 车 交换 任何 两 个 xf， 则 Cli4a24…4x: 改 变 符号 。 

与 人 2 志 类 似 ， 定 义 加 法 与 数 乘 ， 易 验证 人 了 工 是 一 个 向 量 空间 ， 叫 做 R 一 向 量 空 间 ， 
PET ES S TE M 

MEPnB, Á'L-0, 

现 令 G=A0LUAILU A?LU…， 那 么 G 是 实数 域 上 的 向 量 空间 。 

dEGib gt SORIA, 

(a, ARA- Aa ACB ABA- AB,) 

=a; Aa, A-Aa, AB ABA AB, 
TOQEBEI—A AGB EN IUE, HORN UN, 

HERT, ARAO eb? —c* E J, — HETS RE TREE EE f — fü 
形 概括 出 来 的 ， 我 们 从 它 的 几何 来 源 这 一 角度 扩展 开 来 ， 很 自然 
地 , 猜想 在 三 维 空间 中 的 直角 楼 锥 也 有 类 似 奖 系 式 ，S? = S? + 5; 


+S ,进一步 猜想 在 n 维 空间 中 的 mn 直 楼 锥 有 关系 式 S: = Xs. 


要 证 明 这 一 般 关 系 式 ， 我 们 不 能 像 在 二 维 空间 ， 三 维 空间 那样 ， 
利用 几何 方法 ， 而 是 采用 代数 方法 。 当 我 们 把 形 的 关系 式 a* +b 
= Cc” 转化 到 数 的 关系 式 z* +y*=z”*， 从 不 定 方程 的 角度 出 发 ， 又 
提出 了 许 许多 多 的 问题 与 猜想 。 由 此 看 来 ， 数 学 问题 的 提出 与 解 
决 ， 有 的 从 “ 形 ” 的 角度 较 容易 ， 也 有 的 则 从 “ 数 ” 的 角度 较 方 
便 。 数 与 形 在 一 定 的 条 件 可 以 转化 ， 我 们 利用 数 与 形 这 种 相互 转 
化 ， 可 以 提出 狂想， 解决 猜 想 。 


6。 从 数 的 性 质 提出 问题 


在 直角 三 角形 中 取 特 定 的 边 3.4、5， 则 这 三 个 连续 的 整数 有 
等 式 
3? +4? =5?, (1) 
MERMERE- AUCI RIR ATTE HA 
(1) 中 的 等 号 左边 是 两 项 ， 右 边 是 一 项 ， 如 果 在 等 号 两 边 各 
增加 一 项 ， 我 们 可 找到 五 个 连续 整数 ， 有 
10? +11*+122=13?+14?6 (2) 


e K) e 


在 (2) 中 等 号 两 边 再 各 增加 一 项 ， 可 找到 七 个 连续 整数 ， 有 
21? +22? +23? +242= 252 十 262+272。 ， (3) 

我 们 将 (1)、(2)、(3) 改 写 为 
(2x1*!* D! «2x1? 41:1? 2 (2X 1* 2x14 07, 
(2x2? +2)? -(2x2* £2 t 10? c (2x2? 4 2 2)? 
-2(2X2* 42X241)? £ (2x2* +2x2+2)?; 
(2x3! +3)? x(2x3* +3 +1)? * (2x3? 3 425? 
*(2x3*4343)?2(2x3? 42x34 1)5* 
+(2X3?+2X3 +2)” F(2X 3! «2X 8 £ 3^, 

一 般 地 ， 我 们 猜想 ， 有 

(2n? +n)? + (2n? tnt 1)? + (2n? 25)? 
= (2n* c 2h - 1)? + + (2n! + 3n)? , (4) 

要 证 明 这 一 猜想 成 立 ， 只 要 证 明 下 面 等 式 
(2n? +n)? 2 [(2n? - 26-1)? — (2n? - n 1)?] 
* LGOn* - 2n € 2)? ~ (2n? * 1n 2)*] 4 -- 
* [(2n* + 31)? — (2n? - 20)?], Bpnf, 

而 上 面 等 式 右边 = n[(2n? 2n 1) € (20? 1 € 152 

*n[(2n? 2n £2) (2n? * n 2)] + 
t n[(25n? + 3n) + (2n? -2n)] 
-nh[4n? -2n* +n? - 2(1 2  - +n)] 


Se] zn[4n? + 3n? +n? +n] 


=n| dn 士 312 十 2 X 
-nh[4n? + 4n? c n] - (2n? +n)?, 
所 以 右边 = 左边 。 从 而 猜想 成 立 。 | 
RIED 中 ， 等 号 左边 与 右边 的 项 数 同 时 变动 ， 而 其 乘 逢 
的 次 数 保持 不 变 ， 由 连续 整数 这 一 特点 ， 而 提出 猜想 《4》。 如 果 
(1 中 等 号 右边 的 项 不 变 ， 只 变动 等 式 左边 的 项 ， 且 乘 赛 的 次 数 
也 变动 ， 这 时 可 推出 如 下 的 猜想 。 
如 果 只 在 (1) 式 中 等 号 左边 增加 一 项 ,而 等 号 右边 保持 一 项 ， 
且 其 次 数 也 均 升 高 一 次 ， 我 们 可 找到 四 个 连续 整数 ， 有 
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3*4? 45? - 65, 
一 般 地 ， 我 们 可 考虑 不 定 方程 
Ttr) +- T+h) = (r+h+1)" (5) 
的 正 整数 解 的 问题 。 

当 m>3 时 ， 还 没有 找到 方程 (5) 有 正 整数 解 。 因 此 可 提出 如 
下 猜想 ， 

不 定 方程 (5)。 除 n=3, h=2, z=3; n-2, h- 1,223, 
h=x=15h, TERAH., 

1900 年 ” 爱 斯 考 特 〈Escatt) 证 明了 方程 (5) YE2«n-5M, 
除了 以 下 情况 

3* c 4* «53, 
354? 53 26? 
外 ， 无 其 他 正 整数 解 。 

柯 召 、 孙 琦 于 1962 年 证 明了 6 和 nm 和 33 时 ，(5) 无 正 整数 解 。 
1978 年 柯 召 等 人 又 证 明 方 程 (5) 在 n 是 奇数 时 ， 除 了 n= 3，j = 2， 
z=3 和 n=n=X=1 外 ， 无 其 它 正 整数 解 。 还 证 明了 在 2 Inbal, 
2(mod2'*?), B>0Rn=2', 3-2*, s 1i, (COMSIXGIERORR, 

在 (4) 中 设 2n? +2n=z， 则 (4》 可 改写 为 


2 G-i's Eeti, 


一 般 地 ， 当 ”与 z 不 一 定 相关 ， 且 指数 也 不 一 定 是 2, 这 时 可 提 
.出 求 不 定 方程 


DE- er” (6) 
的 正 整数 解 的 问题 。 . 
Hm> 有 时， 找 不 到 (6) 有 正 整 数 解 ， 于 是 可 提出 如 下 猜想 ， 
MmP28j, (6) 无 正 整 数 解 。 
椅 召 于 1963 年 给 出 这 一 猜想 的 证 明 。 
在 不 定 方程 z: ~ By = 1 中 ， 如 果 令 B= 1， 且 其 元 的 次 数 不 一 
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定 是 相同 的 ， 就 可 提出 如 下 的 不 定 方程 
z"—y*21, m>1, n>1 (7) 
的 正 整 数 解 问题 。x" 与 y* 这 是 两 个 连续 的 正 整 数 ， 当 X= 3,m=2， 
y=2,n=3 时 ,分 别 有 3:=9，2 = 8, 于 是 有 3? 一 2 =1, 除 此 以 外 ， 
再 也 找 不 到 (7) 式 的 正 整 数 解 。 于 是 可 提出 如 下 猜想 ， 
除开 ， 
m=2, T=3, Y=2, Rh=3 
外 ，(7) 没 有 其 他 的 正 整 数 解 。 或 者 
不 定 方程 
ze -加 = 1，D，9 是 素数 (8) 
除开 
p=2, T=3, Y=2, d=3 
外 ， 没 有 其 他 的 正 整数 解 。 
这 个 猜想 换 一 个 说 法 就 是 1842 年 卡 塔 兰 〈Catalan) 提出 的 猜 
想 ， 除 开 8= 2*，9= 32? 外 ， 没 有 两 个 连续 数 都 是 正 整数 的 乘 守 。 
在 (8) 中 ， 当 4= 2 时 ， 卡 塔 兰 狂想 成 立 ， 即 有 
定理 1.315 不 定 方程 
V?+1= Zz?，D 是 一 个 奇 素数 (9) 
Uv, yompe m. 
在 58) 中 ， 当 = 2 时 ， 即 不 定 方程 
s'-1-2y qEGDxA (10) 
HERH, Why (Euler, Léonard, WEA, 1707—1783) 
证 明了 4=3 的 情况 ， 后 来 的 数学 家 相继 对 于 q>> 3 的 一 些 特 殊 情况 
作 了 侠 少 工作 ， 最 后 柯 召 在 1962 年 彻底 解决 了 这 一 问题 。 他 得 到 
了 如 下 定理 。 
定理 1,316 ” 当 g>>3 时 ， 不 定 方程 (10〉 无 正 整 数 解 .@ 
对 于 (8) 的 正 整 数 解 的 问题 还 可 以 把 它 转 化 成 其 他 形式 进行 
研究 ， 为 此 ， 有 如 下 结果 。 


@ 柯 召 ， 关 于 方程 X? =y"+1, 2 大 0， 四 川 大 学 学 报 《〈 自 然 科学 版 )， (1962),P. 
1--6, 
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定理 1.317 不 定 方程 
xz? 十 1= 4 ，q 是 素数 ，P 是 奇 素数 ,有 正 整 数 解 的 充分 必 
要 条 件 是 
2Z? 十 1 


z*lepeciyg T = Pys, yo Py, 


Qi, Y2)=1, P|yits;, 


q 一 
y-1-4g"-'mi, E 二 = qz 和， T-g mx, 


(x,,2,)-21, QT x,2,, 

HPs, t, £1, £2, Yi’ UMEN. 

卡 塔 兰 猜 想 是 考虑 两 个 连续 数 的 正 整 数 的 乘客 ,很 自然 地 ,我 
们 可 以 考虑 三 个 、 四 个 连续 正 整数 的 乘 寡 问题 。 因 为 四 个 连续 数 
中 总 有 一 个 数 呈现 4t + 2 型 ,这 个 数 显然 不 能 成 为 任何 正 整 数 的 方 
苦 。 是 否 有 三 个 连续 数 都 是 正 整 数 的 乘客 ? 这 个 问题 叫做 弱 型 卡 
塔 兰 猜想 。 因 为 ， 如 果 卡 塔 兰 猜想 成 立 ， 可 以 推出 不 存在 三 个 连 
续 数 都 是 正 整 数 的 乘 攻 。 关 于 弱 型 卡 塔 兰 问题 ,直到 六 十 年 代 初 ， 
才 由 柯 召 和 Cassels 分 别 独 立 解决 。 答 案 是 否定 的 ， 即 有 如 下 定理 。 

定理 1.318 三 个 正 整 数 的 乘 宪 不 可 能 成 为 连续 数 。 

该 定理 可 由 定理 1.317， 定 理 1.315 证 出 。 

上 上面 是 根据 连续 整数 的 性 质 和 纪律 提出 猜想 的 ， 还 可 以 根据 
数 的 其 他 性 质 和 规律 提出 猜想 ， 这 里 就 不 再 装 访 了 。 


7。 由 类 比 提出 问题 
我 们 已 经 考虑 了 不 定 方 程 
r? +y? =z? 
的 正 整 数 解 的 问题 。 通 过 类 比 ， 由 加 法 使 我 们 联想 到 乘法 ， 即 可 
提出 不 定 方程 
g? xy? =z? 
的 正 整数 解 的 问题 。 而 该 方程 显然 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 。 在 此 基 
础 上 ， 将 指数 由 常量 改 成 变量 ， 比 如 可 提出 不 定 方程 
e. 54 。 


zt 2 (1) 
的 正 整 数 解 问题 。 

易 见 ， 当 X=y=2z= 1 z=1,y= XYy=1,%= 2 时 适合 于 (1)， 
3x1, y1, 2 URGOESRSICD BESSER, TJRXGENUT 
利 数学 家 艾 道 斯 (Erd6s) 在 1938 年 就 提出 如 下 猜想 ， 

没有 一 组 正 整数 z(>1)，!%(>1)，z(>1)， 适 合 方程 (1)。 

过 了 两 年 ， 我 国 著名 数学 家 柯 召 证 明了 (1) 有 无 穷 多 个 解 ， 
从 而 否定 了 这 一 猜想 。 这 无 穷 多 个 每 个 变量 都 大 于 1I 的 正 整数 的 通 
式 为 


g=22"tl nene 1) +2 (on — 1)30-0, 
y-2?'tic2n-s- D (35 1)2(2271) 2, 


gcgitti(noaoi1)iati(5n..]1)202s21) 51, 


其 中 n= 2,3,4,…。 

如 果 再 将 问题 的 范围 缩小 一 下 ， 加 上 一 个 限制 条 件 《zx,y) = 
7， 那 么 猜想 是 成 立 的 ， 即 柯 召 证 明了 

定理 1.319 当 (z,y) = 1 时 ，(1) 式 无 z>1，V> 1,z>1 的 整 
数 解 。 

1958 年 ， 施 秦 策 (Schinzel) 给 出 方程 (1) 有 整数 解 的 一 个 充 
分 条 件 ， 即 

定理 1.320 方程 (1〉 有 整数 解 ， 则 z 的 每 一 个 素 因 数 整 除 y ， 
或 的 每 一 个 素 因 数 整除 z。 

自 1938 年 以 来 ， 将 近 半 个 世纪 了 ， 至 今 尚 没有 一 个 找到 (1) 
除了 z= y=z=1 以 外 的 正 奇 数 解 ， 于 是 可 提出 如 下 的 猜想 ， 

没有 正 奇数 zZ(>1)，V>1)，z(>1)， 适 合 于 (1)。 

方程 (1) 宕 边 有 两 个 未 知 元 ， 如 果 有 k 个 未 知 元 又 会 怎样 呢 ? 
1964 年 ， 柯 召 @ 等 人 把 (1) 
推广 为 


zz 2 (2) 


@ 柯 召 ， 孙 少 ， 关 于 方程 站 zi = z%， 四 川 大 学 学 报 《 自 然 科学 版 ),2(1964),D.5 一 9， 
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他 证 明了 
定理 1,321 不 定 方程 (2) THOSE HE 9102 D, 4. CD 
Zk( 二 1)，z(>1) 的 正 整数 解 ， 其 通 式 为 
2 = (G^ 1 24-78) £28 Ch" -1)67n, 
ro = hat Gt reco (Rn 1) atn ez 
ma mee my m RM ino (e 1) TDA 
zz kt OTt- an- tati (ha 1)2 G" o1) 1, 
. d'BA-2m, n1, RSL, w0, 
类 似 于 定理 1.320， 有 
定理 1.322 方程 (2) 厅 整 数 解 ， 至 少 存在 一 个 i，1<i<h， 
fic, B E — 43 BUT ERE RS mimi cix mie 
到 目前 为 止 ， 人 们 找 于 方程 《2) 的 解 ， 除 了 zi —u.ce- 
=z=1 外 ， 均 是 偶数 解 ， 池 是 可 提出 如 下 猜想， 
BAERT (>D, nOD =, >11), 2z(>1), 适合 
于 (2)。 
在 6 的 (5) 式 中 ， 设 7 ++1=y，(5) 中 等 导 左 边 的 4 变 为 1, 且 
设 y 与 [，h 不 一 定 有 关系 ， 等 号 左边 由 加 变 成 乘 ， 则 有 


TT+1) T+Hh) = n1, (3) 
由 定理 1.316 可 推 得 如 下 结果 
定理 1.323 不 定 方程 (3) 在 h =2， 和 hh = 3 时 均 无 非 零 的 整数 


解 。 

由 此 ， 我 们 可 推测 有 如 下 和 猜想， 

当 j# 之 0 时 ， 不 定 方程 (3) 无 非 零 整数 解 。 

1975 年 ， 艾 道 斯 和 会 尔 夫 里 治 (Selfridge) 分 别 证 明了 这 一 
猜想 。 

上 面 我 们 从 直角 三 角形 三 边 的 关系 式 出 发 ， 通 过 一 般 化 ， 特 
殊 化 ， 类 比 等 各 种 及 辑 组 合 提出 一 些 问 题 和 猜想 ， 通 过 问题 的 探 
讨 与 解决 ， 就 形成 了 新 的 命题 和 理论 ， 再 以 新 命题 为 出 发 点 ， 继 
续 利 用 上 述 方法 ， 又 提出 新 的 问题 和 猜想 来 ,这 样 继续 进行 下 去 ， 
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就 可 以 演变 出 许 许 多 多 的 问题 和 猜想 ,从 而 丰富 数学 科学 的 内 容 。 


(四 ) 一 条 著名 的 旁 注 
当 我 们 求 得 不 定 方程 


g? +y’? =z? 
的 所 有 正 整 数 解 之 后 ， 很 自然 地 使 我 们 想到 ， 当 不 定 方程 中 元 的 
次 数 增加 1， 又 会 怎样 呢 ? 即 求 不 定 方程 

g? +y? =z? (1) 
的 正 整 数 解 。 

我 们 可 以 通过 试验 的 方法 ， 看 看 这 个 方程 是 否 有 正 整 数 解 。 

前 10 个 正 整 数 的 立方 是 

1，8，27，64，125，216，243，512，729，1000。 
通过 观察 ， 不 难看 出 没有 一 个 数 可 以 表示 为 另外 两 个 立方 之 和 。 
例如 ， 若 512 可 以 表示 为 另外 两 个 立方 之 和 ,那么 这 两 个 数 一 定 比 
512 小 ， 因 此 在 立方 表 中 512 的 前 面 ,最 有 可 能 的 数 就 是 243 和 216 ， 
{8243 +216 = 559 之 512。 而 216 +216 = 432<512 ,所 以 512 不 是 任 
何 两 个 立方 之 和 。 前 20 个 正 整 数 的 立方 是 否 能 找 出 一 个 数 可 以 表 
示 为 另外 两 个 立方 之 和 ? 前 20 个 正 整数 的 立方 除了 前 面 列 出 的 10 
个 之 外 ， 还 有 

1331, 1728, 2197, 2744, 3375, 4096, 4913, 5832, 

6859, 8000, 
通过 观察 ， 不 难看 出 ， 也 找 不 到 一 个 数 可 以 表 为 另外 两 个 立方 之 
和 。 

用 上 述 方法 我 们 可 以 验证 其 他 的 一 个 立方 数 不 能 表示 为 另外 

两 个 立方 之 和 。 当 然 上 述 的 验证 方法 还 可 以 再 简单 一 些 , 比 如 两 个 
相同 数 相 加 , 改 为 4096+ 2= 2046， 只 要 查 一 下 立方 表 没 有 此 数 即 
可 。 但 无 论 如 何 ， 你 得 化 费 一 定时 间 去 验证 。 如 果 你 有 时 间 ， 你 
可 以 继续 找 下 去 ,但 总 是 找 不 到 一 个 立方 数 可 以 表示 为 另外 两 个 
立方 之 和 。 
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既然 对 于 (1) 找 不 到 正 整 数 解 ， 对 于 不 定 方程 
zt +yt=z* (2) 
又 会 怎样 呢 ? 同样 ， 我 们 用 试验 方法 ， 也 找 不 到 一 个 四 次 方 数 可 
以 表示 为 另外 两 个 四 次 方 数 之 和 ， 即 对 于 方程 (2》 也 没有 正 整数 
解 。 继 而 考虑 不 定 方程 
s5 HY =25 (3) 
的 正 整 数 解 。 我 们 还 是 用 试验 的 方法 ， 也 找 不 到 一 个 五 次 方 数 可 
以 表示 为 另外 两 个 五 次 方 之 和 ， 即 不 定 方程 (3) 也 没有 正 整数 解 。 
于 是 ， 由 特殊 到 一 般 ， 我 们 猜想 ， 
“n>, KESE 
TX" +tY"=2" (4) 
不 存在 正 整数 解 。 

在 历史 上 ， 这 个 猜想 称 为 费 尔 马 大 定理 。 之 所 以 这 样 称 调 ， 
其 原因 如 下 。 

费 尔 马 于 1601 年 出 生 于 法 国 图 卢 效 附近 ， 于 1665 年 去 世 于 卡 
斯 特 尔 。 他 是 一 个 皮革 商 的 儿子 ， 童 年 是 在 家 庭 里 受 的 教育 。 三 
十 岁 时 ， 他 在 图 卢 兹 当 了 律师 。 在 当 律 师 期 间 ， 他 把 自己 大 量 的 
业余 时 间 用 在 数学 研究 上 。 他 和 同时 代 的 第 一 流 数学 家 有 科学 通 
信 关 系 ， 使 他 能 够 广泛 地 参与 当时 的 学 术 活动 。 他 一 辈子 虽然 发 
表 的 数学 著作 不 多 ， 但 已 显示 出 他 是 一 位 有 多 方面 数学 成 就 的 杰 
出 数学 家 。 对 于 解析 几何 、 微 积分 以 及 梳 率 论 的 创立 ， 都 做 出 了 
他 自己 的 贡献 。 特 别 是 ， 关 于 现代 数论 的 黄 基 工作 中 ， 显 示 出 他 
有 非凡 的 数学 洞察 能 力 。 最 初 吸引 费 尔 马 注意 的 ， 可 能 是 梅 齐 利 
亚 克 1621 年 翻译 的 丢 番 图 《算术 ?的 拉丁 文 译本 。 他 在 钻研 这 本 书 
时 ， 在 上 面 做 了 大 量 旁 注 。 原 书 有 这 样 一 个 问题 ， 求 一 个 平方 ， 
它 是 另外 两 个 平方 之 和 。 费 尔 马 在 这 个 问题 的 旁边 写 道 0.“ 另 一 
方面 ， 不 可 能 把 一 个 立方 表 为 两 个 立方 之 和 ， 把 一 个 四 次 方 表 为 
两 个 四 次 方 之 和 ， 或 者 ， 一 般 来 说 ,一 个 次 数 大 于 2 的 方 舌 不 可 能 
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JeWA- RICH EZURI, RESRET—TWdkd Nd», 
但 是 书 的 页 边 太 窗 了 ， 写 不 下 "这 个 命题 ， 后 来 数学 史学 家 称 为 
“ 费 尔 马 大 定理 ?， 也 有 的 称 作 “ 费 尔 马 最 后 定理 ?， 以 示 这 个 定理 
证 明之 艰难 。 实 际 上 ， 这 个 命题 称 为 费 尔 马 猪 想 更 确切 些 。 费 尔 
马 是 否 真 的 给 出 这 个 定理 的 一 个 完善 证 明 ， 也 许 将 永远 是 个 迷 。 
很 可 能 ， 他 在 写 旁 注 时 ， 有 一 个 证 明 的 想法 ， 而 后 来 ， 他 认识 到 
这 个 想法 是 错误 的 。 由 于 可 以 肯定 扬言 ， 他 并 没有 打算 把 这 些 旁 
注 公 诸 于 世 ， 因 此 ， 他 也 就 不 再 去 修改 和 去 掉 这 条 旁 注 了 。1670 
年 ,也 就 是 在 他 死 后 五 年 ,这 些 笔 记 击 他 的 儿子 萨 穆 埃 尔 (Samuel) 
编 入 :算术 ;新 版 发 表 ， 信 此 费 乐 马 大 定理 才 为 雇 入 所 知 ， 许 多 人 
都 为 了 寻求 其 证 明 而 付 沿 了 巨大 的 努力 ， 但 时 至 今日 ， 既 没有 完 
全 证 明 它 ， 也 没有 否定 它 。 然 商 ， 人 们 经 过 三 百 多 年 的 努力 ， 证 
明了 许多 特殊 情况 下 的 费 尔 马 大 定理 成 立 。 同 时 ， 在 证 明 这 个 定 
理 的 过 程 中 建立 了 理想 数论 ， 对 其 他 数学 问题 的 解决 起 到 了 重要 
的 工具 作用 。 
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二 、 费 尔 马 大 定理 的 探讨 


(一 ) n= 4 的 费 尔 马 大 定理 


证 费 尔 马 大 定理 先 从 什么 地 方 开 始 呢 ? 我 们 可 首先 考虑 它 的 
特殊 情况 ， 比 如 考虑 当 =3，4，5 时 定理 是 怎样 证 明 的 。 这 也 是 
解决 一 般 问题 往往 常 采用 的 方法 ， 特 别 是 解决 难题 时 ， 更 是 不 可 
缺少 的 思想 方法 。 解 决 费 尔 马 问题 的 历史 也 正 是 这 样 的 一 个 思考 
路 线 。 我 们 先 从 n = 4 开始 。 为 什么 不 先 从 n= 3 开始 呢 ? 这 是 因为 
解决 后 者 的 问题 比 前 者 难 一 些 。 解 决 n = 4 的 情况 ， 经 过 简单 的 变 
换 ， 还 可 以 利用 已 讨论 过 的 不 定 方程 z + =z* 的 有 关 结 果 。 

定理 2.11 不 定 方程 

zt +yt=zt (1) 
元 正 整 数 解 。 

证 设 W=7X，,，v=y，w=2?， 则 (1) 变 成 +u =w, 
因此 求证 (1) 无 正 整数 解 ， 就 转化 为 求 上 述 不 定 方程 无 正 整数 解 。 
为 此 ， 我 们 只 要 给 出 下 述 定 理 的 证 明 即 可 。 

定理 2.12 不 定 方程 

z'.yt-ii (2) 
无 正 整数 解 。 
我 们 将 采用 费 尔 马 的 无 限 递 降 法 予以 证 明 。 记 (2) 的 所 有 具 


. 60 * 


有 正 整 数 解 的 集合 为 M， 然 后 证 明 这 个 集合 为 空 集 。 如 车 不 然 ， 
将 导出 矛盾 。 在 M 中 ， 必 然 有 一 组 使 z* 的 值 最 小 , 设 这 个 值 为 。 
使 z 取 此 值 的 解 可 能 有 "组 ， 我 们 就 任 取 一 组 ， 记 为 4。，8,c。 我 们 
还 可 再 构造 出 一 组 数 a ，6 ，c ， 使 它们 满足 2 +y* =z* ,但 ce 
<c*， 由 于 c!: 最 小 ， 因 而 知 M 非 空 的 假设 是 不 对 的 。 故 导出 (2) 没 
有 正 整数 解 。 这 就 是 证 明 该 定理 的 大 体 思路 ， 具 体 证 明 如 下 。 
证 ”我们 假定 (2) 有 一 组 正 整 数 解 2，56，c， 而 c* 使 z* 的 值 最 
小 ， 且 还 可 认为 a, 5 互 素 。 如 若 不 然 ， 就 存在 一 个 素数 p， 使 得 
pja, p|5, MWp’ |c, FÆ 
at /DA ca? 
(5) *(5) Ar 
它 为 (2) 提供 了 另 一 组 解 ， 且 相应 的 值 比 c* 还 小 ， 但 根据 我 们 的 
假设 ， 这 是 不 可 能 的 。 
4 与 5 不 同 为 奇数 ， 也 不 同 为 偶数 ， 它 们 之 中 ， 一 为 奇数 ， 另 
一 个 为 偶数 ,不 妨 设 0 为 偶数 。 现 在 我 们 对 (2) 有 了 一 组 正 整 数 解 ， 
(a*)* + (b*)* = c*, 
其 中 Ca*?，6b*) = 1，a? 为 偶数 ，0” 为 奇数 ， 因 此 存在 整数 m, n, 
两 数 互 素 ， 且 不 同 为 奇数 ， 使 


a? = 2mn, 


bt =m? =n’, (3) 
le tn?, 


(3〉 中 的 m，7 为 一 奇 一 偶 ， 令 n=29， 那 么 由 (3) 得 
a? = 4mgq 或 


(2) -m4. (4) 


我 们 可 证 明 m,4 互 素 , 进而 推 知 光 和 4 均 为 平方 数 , 设 m=c'? 
4= 64， 不 难 验证 c/ ，9“ 互 素 ， 且 c “为 奇数 。 将 式 
n-2q-2a/, m* 一 1 一 0 二 CA 
代入 下 式 
n? - (m? n?) «m?, 
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就 有 
(2a^' )3 十 及 2 (c^! )2。 
于 是 我 们 求 出 另 一 组 勾 股 数 。 
BrTOa^", 5)-1, dMdón2a" , b, c" 是 方程 zx: ey! = z2 的 
一 组 整数 解 ， 其 中 2a 是 偶数 。 于 是 根据 我 们 已 经 证 明 的 结论 ， 
存在 整数 M 和 N， 其 中 CM，N) 51, Mie N(Qnod2) ,使 


2a’’ = 2MN, 
b-M?-N*, (5) 
c? =M? +N}, 


因此 ， 有 ac” 和 = MN，(M，N) = 1。 两 个 互 素 的 整数 ， 当 且 仅 当 它 
们 都 是 平方 数 时 ， 它 们 的 乘积 也 是 平方 数 。 所 以 存在 61 和 使 
Mzai, N-bi, 
由 (5) 的 第 三 式 ， 得 
ci = (ai)? + bi)’ 
或 
ai -bizci, 
这 就 导出 了 (2) HAAR, HE 
c;i-msm*'«m?cn cxt, 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 c :是 最 小 的 。 从 而 定理 2.12 得 证 。 GER) 
推论 ”不定 方程 
Z" +y"=2", n= 48，& 为 正 整数 ， (6) 
无 正 整 数 解 。- 1 
证 将 不 定 方程 
r +y’ 
改写 为 
(G»* € (y * = (295, 
4 =u, y*xv, z-w, m4 
u^ TU*-w*, 


而 此 方程 由 定理 2.11 知 无 正 整 数 解 ， H6) TERRA, 
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(二 ) 关于 ”= 3 的 欧 拉 证 明 
定理 2.21 不 定 方程 


z?.-y922? (1) 
无 正 整 数 解 。 

为 了 证 明 (1)， 先 介绍 哆 拉 的 证 法 ,在 下 一 节 将 给 出 另 一 个 初 
等 证 法 。 不 难 证 明 ， 如 果 n 等 于 某 一 个 整数 r 时 ， 费 尔 马 大 定理 成 
立 ， 那 么 "等 于 r 的 倍数 时 定理 亦 成 立 , 因 为 任何 整数 或 者 被 4 或 者 
被 奇 素 数 除 尽 ， 所 以 要 证 明 费 尔 马 大 定理 成 立 , 只 要 证 明 n 等 于 奇 
素数 的 情况 即 可 。 欧 拉 应 用 了 费 尔 马 的 无 穷 递 降 法 对 于 第 一 个 奇 
素数 的 情况 证 明了 费 尔 马 大 定理 ,尽管 证 明 中 还 存在 一 定 的 缺陷 ， 
但 欧 拉 的 思想 还 是 很 有 局 发 性 的 。 

欧 拉 是 他 那个 时 代 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 他 一 生 中 留 下 了 江 
瀚 的 数学 著作 。 有 八 百 多 篇 ， 史 学 家 称 他 为 “数学 英雄 ”。 欧 拉 于 
1707 年 生 于 瑞士 的 巴塞 尔 附近 ， 于 1783 年 去 世 。 他 的 父亲 是 个 数 
学 妥 好 者 ， 是 欧 拉 第 一 个 数学 老师 。 当 欧 拉 还 是 中 学 生 时 ， 他 就 
利 轴 业余 时 间 到 大 学 去 旁听 数学 。1766 年 他 的 双眼 完全 失明 了 ， 
但 获 拉 闷 没 有 中 断 科 学 研究 工作 ， 还 孜孜 不 倦 ， 颈 强 学 习 ， 刻 苦 
销 研 ， 在 这 之 后 竟 发 表 了 四 百 多 篇 论文 。 无 论 是 应 用 数学 ， 还 是 
纯 猕 数学， 在 数学 各 个 分 支 几 乎 都 有 他 的 贡献 。 症 他 的 著作 中 不 
仅 给 大 们 创造 了 数学 的 新 成 果 ， 而 且 还 留 下 了 数学 家 发 现 新 定理 
的 思想 方法。 他 总 是 下 功夫 把 有 关 的 归纳 证 据 细心 地 、 详 尽 地 、 
有 繁 湿地 写 出 来。 他 的 大 胆 猜测 和 巧妙 证 明 ， 常 常 成 为 启发 人 们 
灵感 询 恒 要 源泉 。 欧 拉 对 于 费 尔 马 大 定理 的 贡献 ， 也 同样 凝聚 了 
他 的 伟大 发 现 的 思想 。 n 
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定理 研讨 的 历史 上 是 存在 着 争议 的 。 普 遍 认为 ， 欧 拉 证 明了 费 尔 
马 大 定理 n= 3 的 情况 ， 但 证 明 并 不 完善 。 事 实 上 ， 在 他 给 出 的 证 
上 明 中 ， 包 含 着 一 个 严重 错误 ， 而 他 当时 并 没有 发 现 。 用 最 直接 的 
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方法 改正 欧 拉 的 证 明 是 麻烦 的 。 然 而 ， 正 如 我 们 将 要 讲 的 ， 欧 拉 
的 证 明 可 以 用 不 太 直接 的 方法 来 改进 ， 即 利用 欧 拉 用 来 证 明 费 尔 
马 其 他 命题 所 用 到 的 一 些 方法 来 讨论 。 


1, Er X Tm = 3 的 证 明 


欧 拉 证 明 (1) 式 的 基本 方法 是 费 尔 马 的 无 穷 递 降 法 。 他 证 明 
了 如 果 可 以 找到 正 整 数 使 (1) 成 立 ， 则 可 以 找到 更 小 的 正 整数 满 
足 (1) 式 。 于 是 可 以 找 这 样 三 元 正 整 数组 的 一 个 连续 递 降 的 序列 
来 ， 而 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 没有 这 样 的 正 整数 满足 OOR. FE 
就 来 具体 叙述 证 明 过 程 。 

证 设 有 正 整数 z，y，z 满 足 OR, DEBR, Y, zW 
互 束 ， 即 (z，!) = (z，2) = (4，2) = 1， 如 若 不 然 ， 任 何 整除 z， 
y，z 中 两 个 的 因子 必 整 除 第 三 个 ， 因 此 可 以 约 去 其 公 因 子 。 特 别 
地 ，x,，y，z 中 至 多 有 一 个 偶数 ， 从 而 其 中 恰 有 一 个 偶数 。 

先 假设 zx，! 是 奇数 ，z 是 偶数 ， 则 zx +y，z 一 y 均 为 偶数 ,分 别 
设 为 2p，24， 从 而 


= 元 (2p+29) =p+q, 


y- lGp-20-p-2. 


当 z3 +y = (xX+Y)(z? 一 xXy +y?) 用 p，gq 来 表达 时 ， 有 

2pL(p+q)* ~ (p c )(p- q) +(p-q)?]= 2p? * 3a*), 
其 中 p，4 是 一 奇 一 偶 ( 因 为 p+4，p ~ 4 均 为 奇数 )， 生 它们 是 互 素 
的 (因为 任何 公 因 子 必 为 X=p+4 与 y=p~4 的 公 因 子 ， 从 而 为 1)。 
进而 可 以 假设 ?，4 大 于 零 〈 因 为 如 果 x <y， 则 交换 x 与 J， 从 而 得 
4>0; 如 果 z =y， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 此 时 必 有 X=y=1， 从 而 
z=2)。 因 此 ， 由 

z? +y?’ =z’, s, 83 均 为 奇数 (2) 
可 推出 ， 存 在 互 素 的 一 奇 一 偶 的 正 整 数 p，4， 使 得 

2p(p? +30?) = 立方 数 。 
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如 果 z 是 硒 数 ， 而 z 或 ! 为 偶数 ， 不 妨 假设 z 为 偶数 ， 将 有 同样 

的 结论 。 在 这 种 情况 下 ， 将 (2 中 的 y* 移 到 等 号 右边 ， 得 
x352z*5-y*-(z-yXz +2Y ty). 

iz-y-2p,2-y-24, Mifizzd-p, y-a-pP, RAER, $8 
z?-2p[(q +p)? c (ad p(a- p) * (a- 7]. 

从 而 ， 得 到 相同 的 结论 
2p(p* +30) = 立方 数 ， 

其 中 p，4g 为 互 素 的 一 奇 一 偶 的 正 整 数 。 

下 面 证 明 2p 和 p? +392: 是 孔 素 的 ， 且 它们 的 积 2p(p* 3403 
立方 数 ， 只 和 它们 每 一 个 是 立方 数 。 因 为 p，9 为 一 奇 一 偶 ， 所 以 
p* +3q? 是 奇数 , 且 2p,p*+34* 的 任何 一 个 公 因 于 必 为 p，p” + 3g* 
的 一 个 公 因 子 ， 从 而 必 是 p，39: 的 公 因 子 。 因 为 p，9 互 素 ， 故 其 
仅 可 能 的 公 因 子 为 ?3。 但 如 果 3 整 除 p， 则 显然 3 整除 半 + 3g ,从 而 
oP, D! +3q2 不 互 素 。 所 以 现在 分 成 两 种 情况 证 明 ，i) 3 不 整除 p， 
从 而 2p，p: -3q*' HX, ii) 3 整除 p。 先 证 i)， ii) BID PES 
修改 即 得 。 

假设 3 不 整除 D， 从 而 2p，p? + 39* 均 为 立方 数 。 利 用 公式 

(a? - 3b?)(c* t 3d*) « (ac —- 3bd)? + 8(ad + bc)? 

可 求 出 形 如 p? +34* 的 立方 ， 
(a? 4 3b*5? = (a*  3b*)[ (a? — 30°)?  3(2ab)*] 
-[a(a? 3b?) —35(2ab)]* + 3[a(2ab) + b(a* —35*)]* 
= (a? ~ 9ab* )? + 3(3a?6 — 30?)* , 

这 就 是 说 ， 求 形 如 p? + 39? 的 立方 数 的 一 种 方法 就 是 找 数 48，25, 令 
p=a~ 9ab?, q=3a?b-3b?, 

使 得 p* +2q?= (a? +307), 

欧 拉 的 证 明 中 需要 补充 的 证 明 就 是 ， 著 对 + 39 是 一 个 立方 
数 ， 则 必 存 在 4，b， 使 得 ?7，4 由 上 述 等 式 给 出 。 关 于 这 一 结论 我 
们 将 在 “4” 中 给 出 证 明 。 欧 拉 利 用 了 一 个 错误 的 方法 证 明了 这 一 
结论， 这 将 在 “2” 中 叙述 。 现 在 我 们 暂且 承认 这 一 结论 ， 继 续 往 
下 证 。 
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Pp 与 4 的 表达 式 可 以 分 解 为 

p=a(a~30)(a+36), q«3b(a-b)(a +b), 
当然 6 与 5 是 互 素 的 ， 这 是 因为 0 与 6 的 任何 一 个 公 因子 整除 p 与 9。 
进而 

2p= 2a(a—30)(a +30) = 立方 数 ， 
“与 5 之 奇偶 必 不 同 ， 否 则 p 与 4 必 同 为 偶数 。 于 是 sa-~ 35, aa 35H 
为 奇数 ， 且 24，a 圭 3b 仅 有 可 能 的 公 因 子 为 4s，a 圭 36 的 公 因 子 , 即 
46， 十 36 的 公 因 子 。 类 似 地 ，a + 365 与 4 -36 之 公 因 子 必 为 4 与 36 之 
公 因 子 。 这 就 是 说 ， 仅 有 可 角 的 公 因 子 为 39。 但 3 不 整除 a， 否 则 3 
将 整除 p， 此 与 假设 矛 慎 。 因 此 2a，a- 35，a + 3b 是 互 素 的 ,是 每 
一 个 必 为 立方 狂 。 设 24=as, a-3b- B^, aab Y*, WIB* e Y? 
= 24=a*， 从 而 给 出 了 (1) 的 一 个 解 ， 且 比 原来 的 小 。 

更 确切 地 说 ，4*8*Y? = 224(a 938)Ce +36)=2p， uz 是 偶数 
时 ， 这 是 > 的 一 个 因子 。 而 当 z 景 仿 数 时 ， 它 是 z? 的 因子 。 无 论 怎 
样 ，2 8 WY 小 于 zs。 由 于 (…q)*= 一 xs， 有 负数 的 立方 移 至 方程 
的 另 一 边 后 就 变 成 了 正 数 般 立方 ， 且 总 是 得 痢 形 如 zi +y3 = z; 的 
Zi f, Hun, Yos OZER, Hz} <z*, 所 以 不 用 避免 a， 
B，7 为 负 的 。 因 此 在 3 不 整除 Ff 时 ， 我 们 已 经 完成 了 解 的 递 降 。 

现在 考虑 ii)， 即 3]p。 设 p=3s， 则 31+q， 于 是 2pCp? + 3q?) 
=3 «2:35! +g*)， 易 见 3*，。2s 与 38* +q* 是 互 素 的 ,从 而 它们 均 
为 立方 数 。 易 见 其 因子 是 互 素 的 ， 从 而 28 = ws，a -8=8s，a+8 
=Y", dE! -2b-Y' ~8*。 同 上 而 完全 一 样 ， 由 此 得 出 形 如 zs 
+2 = 的 方程 ， 其 中 z? < za。 

RED, DTA, 由 一 个 立方 数 是 另外 两 个 立方 数 之 和 就 可 
推出 存在 更 小 的 一 个 立方 数 是 另外 两 个 立方 数 之 和 。 这 是 不 可 能 
的 。 从 而 定理 2.21 得 证 。( 证 完 》 


2。 根 式 环 


网 拉 为 了 建立 形 如 p + 3q? 的 立方 数 所 需要 的 命题 就 研究 了 
形 如 a +b -3Ca，6 为 整数 ) 的 数组 成 的 数 系 R，R 与 整数 系 很 相 
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ij. Wa, +b -3ER, a+b IZER, W 
i) (ai +b =3) + (a4 b, ~3)= (a, +03) 
* (b, bv -3€R, 
ii) (a, tbi ~3)-(as cb, / —3) 2 (a47a) + 
(b, —b,)/ —3€R, 
lii) (a, + bi —3)(a; +b: 3) 20,0, t a,b, / —3 + 
ba, / 23*a4b,(—3) 2 (aiaz — 3a, b) + Ca, bs 十 
b,a,)j/ —3CR, 
iv) 1» (a; +b ~3)=0 *bi/ -3, 
而 且 R 中 的 数 s+ 6 3 亦 适合 结合 律 、 交 换 律 及 分 配 律 。 所 以 有 
为 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 。 l 
计算 数 a + bw -3 的 目的 就 在 于 简化 2 + 34: 成 立方 数 的 充分 
条 件 。 不 利用 
(aj +301)(Cas+303)=(alqs — 3a, b,)* + 3(a,b, +Didz)2， 
我 们 可 如 下 讨论 。 分 解 
p? 43g! (pt q/-3)(p-q/-3). 
易 见 ， 如 果 其 中 一 个 因子 是 一 个 立方 数 ， 比 如 说 
Pia ~3=(a+b —3)5, 
则 p — qv 一 3 必 为 4+ bw 一 3 之 其 轿 即 4 一 5 二 3 之 立方 Bp 
p-aV -3=(0-b —3)*, 
因此 ， 由 乘法 的 交换 律 知 
Pta ~3)(p-q/ —3) s [(acb/ —3)(a-b/ -3)]’, 
Rpp? *39* = (a! «30*)? , RAZ, XORJEBID! + 3g: 的 立方 数 只 
WRI, b, Bptq/—3-(acb/—3)*, Wi 
p+ 378? £t 3a! b/—3 -3ab! (—3) - b5(-3)/ 58. 
Bin, p? + 39 "是 一 个 立方 数 当 且 仅 当 存 在 整数 6，p， 使 得 D= a* 
一 9ab*，4=3a*b 一 360*。 这 正 是 上 一 节 中 所 要 证 明 的 充分 条 件 。 
欧 拉 在 他 著 的 “代数 ”这 一 部 分 中 ， 严 重地 混淆 了 必要 充分 
条 件 ， 并 且 很 难 确定 他 要 想 说 什么 。 在 他 所 举 的 例子 中 ， 似 乎 大 
部 分 是 想 处 理 充分 条 件 ， 从 a，5 开 始 找 p，4， 但 他 的 确 有 些 错误 


e. 67 *- 


的 结论 ,例如 他 说 ,“ 当 z: + cg 是 一 个 立方 数 时 ,其 两 个 既 约 因子 。 
即 z+yw 二 c，z~yw 二 c 必 为 立方 数 , 这 是 因为 它们 是 互 素 的 (如 
” 果 z,y 无 公共 因子 的 话 )”, 尽 管 他 没有 给 出 s +yw/ 二 6 及 x 一 yw T 
均 为 立方 数 的 证 明 。 在 这 本 书 中 同一 段 的 一 个 命题 中 ， 他 非常 含 
UI. oz! + cy 不 能 分 解 成 两 个 有 理 因 于， 则 不 存在 异 于 这 
EAER IRTEEREN a, BIV a YVI OVT 
+gw 二 6)* 之 外 ， 没 有 别 的 方法 ， 使 ez: + cy? 成 为 立方 数 了 。 关 
于 这 一 事实 的 证 明 仅 有 一 点 的 暗示 ， 就 是 由 上 边 给 出 的 类 似 讨论 
WARASE, M, HABENS, A, BER, WA, BHH 
方 数 。 如 果 4，B 均 为 整数 ， 则 这 是 一 个 可 以 证 明 的 定理 。 但 这 个 
证 明 对 于 A4，B 为 形 如 p + gv 二 3 的 数 其 结论 就 不 一 定 成 立 了 。 事 
实 上 ， 欧 拉 的 结论 对 于 a = 1，c = 3 是 对 的 ， 尽 管 其 证 明 与 整数 的 
情形 不 太一 样 。 但 是 对 于 有 一 些 c，c， 这 个 命题 就 不 成 立 了 。 

Sz! + cy 等 于 立方 数 的 讨论 紧密 相关 的 是 欧 拉 给 出 了 zz 
+ cy 等 于 平方 数 的 一 个 相当 完全 的 讨论 。 他 说 ,* 如 果 两 个 数 之 
积 ， 比 如 pg 是 一 个 平方 数 ， 则 必 有 p = r2，&= s?， 或 者 p = mr?， 
9= ms?， 这 就 是 说 ,每 个 因子 刚好 是 一 个 平方 数 乘 上 相同 一 个 数 .* 
如 果 这 里 的 “ 数 ” 是 指 整数 ， 这 是 成 立 的 。 但 欧 拉 立 即 就 将 此 结 
论 用 到 了 形 如 z+ yw 二 5 的 数 上 而 了 。 欧 拉 似 乎 证 明 Totes 
+ ey? 是 一 个 平方 数 ， 且 +，y 是 互 素 的 整数 ， 则 存在 整数 a，5, 使 
SUV -C= (e+bv 二 5)2。 从 这 一 点 看 , 欧 拉 关于 平方 数 的 讨论 
比 关于 立方 数 的 讨论 完全 些 。 这 个 “证 明 ” 用 了 标准 的 丢 秋 图 方 
法 ， 将 z? + cy* 的 平方 根 写成 z+ (p/q)y 的 形式 ， 其 中 p 与 4 是 这 样 
定义 的 整数 ， 然 后 简化 ， 


(z+ By ) =at tey, 


2p,,. Pê o 2 
“ry + ~y’ =c 
q q? 9» 


2p £  cg^-p* 


q y q* 


, 


* 68 à 


“但 正如 p，g 是 互 素 的 一 样 ，z，2 是 互 素 的 ， 从 而 z= cq: 一 p*， 
y- 2p4。 所 以 一 THY —c- (pta e). 欧 拉 说 这 个 推导 加 


Heg’ -p :与 2pq 是 互 素 的 ， n _ 定 得 出 欧 拉 的 结论 ; 
x=c¢q°~p*, y =2Ppq, 
事实 上 ,例如 a9= 2: +5。3?， 说 明 工 述 讨论 是 不 对 的 ， 因 为 方程 
2=5@-p?, 
lo - apa 
NL DE UD EUR OX EEARC SOL ACEITE 
5 9 -j _ 
p- NES q= JS 以 及 p= - 3, q= -J2 
爽 拉 已 经 注意 到 其 方法 有 一 定 的 局 限 性 。 他 为 了 求解 27* -5 
= 立方 数 ， 他 的 方法 导致 
TA /2+V 5=CavV 2 +h/ 5) =02 2 二 34202 5 + 
3ab'5,/2 +035 5, 
从 而 z= 2as +15ab2，1 = 6a20+503。 而 后 一 方程 得 8 = t1, H 
6a? +5b° = 土 1， 而 这 是 不 可 能 的 。 于 是 欧 拉 的 方法 就 指出 2z: ~ 5 
不 可 能 是 一 个 立方 数 。 但 是 ， 当 z= 4 时 ， 有 
223? -5-22* 16-52 27 23?, 
就 是 一 个 立方 数 。 为 什么 对 有 的 例子 行 ， 有 的 例子 不 行 呢 ? 欧 拉 
最 初 的 答复 只 是 强调 研究 其 数学 基础 是 非常 重要 的 。 很 自然 可 以 
推测 ， 欧 拉 承 认 了 他 的 方法 在 这 一 点 上 不 完备 ， 并 且 建 议 研究 解 
决 这 一 问题 。 从 他 的 书后 面 的 两 节 中 清楚 说 明了 欧 拉 认 识 到 了 问 
题 的 症结 就 在 于 2z? — 5y* 中 的 减 号 以 及 Pell 方程 z ~ 10y2 = 1 除 
平凡 解 z= 土 1，y= 0 外 ， 仍 有 其 他 解 ， 这 一 相关 的 事实 。 无 需 细 
究 ， 可 以 说 欧 拉 已 经 认为 他 的 方法 ， 在 加 号 的 情况 下 是 适用 的 。 
但 我 们 可 举 出 反例 ， 对 于 例子 49= 22 +5。3?:， 其 方法 是 不 适用 
的 ， 尽 管 是 加 号 ， 且 其 Pell 方程 zz + 5y = 1 只 有 平凡 解 z= 土 1， 
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y -0, 

WCBLTE7534E8 H 4H 2A RAN PLU f h EIERE e A 03 
大 定理 n= 3 的 情形 ,但 是 他 发 表 的 证 明 仅仅 在 其 (代数 中 前 一 处 - 
关于 这 个 有 错误 的 证 明 的 一 个 合理 地 推测 是 ， 他 的 原始 证 明 用 了 
一 个 想象 的 论点 去 证 明 ， 若 zz + 3y* = 立方 数 ， 则 z = as - 9a62， 
y= 39.0-30*， 稍 后 ， 他 有 了 一 个 非常 优美 但 错误 的 想法 去 证 明 
“这 点 ， 即 他 用 了 ， 著 (z+yw-~3)(z-byw 二 3) 是 一 个 立方 数 ， 且 
车 因子 z+yw 一 3 和 z~yw 一 3 是 互 素 的 ， 则 这 两 个 因子 本 身 也 必 
定 是 立方 数 。 不 论 此 推测 正确 与 否 ， 利用 欧 拉 在 他 早期 工作 中 所 
用 的 思想 可 以 证 明 关于 形 如 zz + 3y? = 苹 方 数 这 一 点 是 确信 6 疑 
”的 。 


3。 关 于 两 平方 数 之 和 


网 拉 在 1747 年 给 哥 德 巴赫 的 信 中 宣布 他 证 明了 费 尔 马 的 一 个 
定理 ， 每 一 个 形 如 4n +1 的 素数 是 两 个 平方 数 之 和 。 欧 拉 宣 称 他 的 
主要 目的 是 证 明 费 尔 马 的 另 一 个 定理 ， 即 每 个 数 能 够 写成 四 个 或 
者 少 于 四 个 平方 数 之 和 。 但 这 后 一 个 定理 难 住 了 欧 拉 ， 直 到 1770 
年 ， 拉 格 朗 日 (Lagrange, Joseph Louis， 法 国人 ，1736 一 1813) 
证 明了 这 一 定理 ， 欧 拉 才 给 出 一 个 简化 证 明 。 但 是 欧 拉 所 证 明 的 
两 个 平方 数 之 和 的 定理 是 非常 重要 的 ， 特 别 是 ， 欧 拉 证 明 这 个 定 
理 所 用 的 技巧 也 能 够 使 他 证 明 关于 形 如 zx? + 3y? 的 数 的 一 些 基本 
事实 ， 并 且 如 下 节 所 述 , 这 个 技巧 也 能 用 于 证 明 形 如 zs t3y^ Bar 
方 数 的 一 些 证 明 费 尔 马 大 定理 在 ?= 3 时 所 用 的 事实 。 

欧 拉 关 于 每 个 形 如 4r +1 的 素数 是 两 个 平方 数 之 和 的 证 明 并 
不 很 长 ， 而 且 也 非常 初等 。 

a) 两 个 由 两 个 平方 数 之 和 组 成 的 数 之 积 还 是 两 个 平方 数 之 
和 。 D. 

-此 绪论 可 由 公式 
Ca? * b*)(c? +d?) 3 (ac — bd)? + (ad + bc) 
推出 。: 
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(2) 如 果 一 个 由 两 个 平方 数 之 和 组 成 的 数 可 以 被 一 个 由 两 个 
平方 数 之 和 组 成 的 素数 除 尽 ， 则 商 为 两 个 平方 数 之 和 。 

例如 ， 假 定 4* + 如 可 被 素数 下 vat US. Wo? +4* 能 除 尽 

(pb — aq)(pb * aq) = p*b? —a*q? x p*b* & p*a* 
- p*a* - a?q* = p* (a? +b?) - a? (p? & q?), 
因为 p* + 9 为 素数 ， 所 以 它 整 除 p6b aq 或 pb aq. Ep +e H 
除 P6+aq， 则 由 (4a?  b*)(p* +g2)= Cap — ba)? + (aq + bp)? fp* 
+4 必定 也 整除 (ap -89)*。 所 以 此 方程 可 被 p* +g? 整 除 ,所 以 
4,95 是 两 个 平方 数 之 和 .车 p* + :整除 p64q， 则 由 (a? +o) 
* (q* & p*) x (aq — bp)’ +(ap+bd) 可 作 如 上 同样 的 讨论 。 

(3) 车 一 个 由 两 个 平方 数 之 和 组 成 的 数 可 被 一 个 不 是 由 两 个 
平方 数 之 和 组 成 的 数 整 除 ， 则 其 商 有 一 因子 不 是 由 两 个 平方 数 之 
和 组 成 。 

这 恰好 是 第 2 种 情况 的 反面 。 假 定 * 除 以 a* + 0:， 其 商 的 素 因 
子 分 解 为 D1p。…p,， 则 
| a? +b? =2P1Pz' Pao E 
若 所 有 的 因子 p;，p*，…，p, 都 能 表示 成 两 个 平方 数 之 和 ， 那 么 
a? cb JRABEBÉEBIDi, Pi, cn. DEUS. M20, iN, Gd 
在 内 ， 均 是 两 个 平方 数 之 和 。 所 以 车 x 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 财 
p1，p:，…，Dp, 中 必定 有 一 个 不 是 两 个 平方 数 之 和 。 

(4) 车 a 和 6 是 互 素 的 ， 则 a?* + 5* 的 每 个 因子 是 两 个 平方 数 之 
和 。 . 
假定 Xx 是 a? + 5 的 一 个 因子 ，a=mx +c,，6=nzx+d, 


lel« ie, Id]«lz. Bi 
a? +b° -m!z* t2mzc +0? c nz? t 2nzd +d? 
= Ax + (c? +d?) 
可 被 z 除 尽 ，c?* +d? 必 定 能 被 < 整除。 假定 c*: +d? = gz。 如 果 c 和 d 
有 任何 大 于 1 的 公 因 子 ， 则 这 个 因子 不 能 整除 z， 因 为 否则 它 将 整 
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除 a 和 656， 与 候 设 蔬 盾 。 所 以 方程 .*: +d? = yz 能 被 c 和 d 的 最 大 公 央 
子 的 平方 整除 ， 得 到 一 个 方程 ?+f? = zz， 因 为 


zr=e? +f <c? edel) 4 (L2) Eu 故 有 
xl, 若 z 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 则 由 (3) 知 ， 存 在 z 的 一 个 因 


子 w， 不 能 被 写成 两 个 平方 数 之 和 。 这 将 导致 一 个 无 穷 递 降 ， 由 
一 个 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 而 是 两 个 互 素平 方 数 之 和 的 D TOW 
z， 降 到 与 它 具 有 相同 性 质 的 更 小 的 数 如。 所 以 z 必 定 是 两 个 平方 
数 之 和 。 

(5) 每 个 形 为 4n +1 的 素数 都 是 两 个 平方 数 之 和 。 

属 拉 首先 给 出 这 个 结论 一 个 含糊 的 证 明 ， 两 年 以 后 ， 也 就 是 
在 1749 年 又 给 出 这 个 结论 如 下 的 一 个 优美 的 证 明 。 

车 p= 4 +1 是 素数 ， 则 由 费 尔 马 定理 知 ，1，2 人 和 '，3 和 +，44， 
…,《4n)“* 中 的 每 个 数 都 具有 mp +1 的 形式 [后 一 项 p4 可 被 p 整 除 ， 
Q1, e, (Qp-1* 也 都 具有 mp + 1 的 形式 ， m EC, 
依次 类 推 ]， 所 以 差 24 =1, 3''-2'*, -«, (4n)! - (4n- 1) * 
可 被 p 整 除 。 这 此 着 中 的 每 一 个 者 可 分 解 为 丙 个 因子 的 对 和 

ath — btr z (a?* +b*)(a" — pt»), 
由 7 为 素数 知 ，Pp 必 定 整 除 上 面 等 式 右 边 的 两 个 因子 中 的 一 个 。 若 
对 所 有 的 这 4n ~ 1 个 差 数 ，p 都 能 整除 第 一 个 因子 ， 则 由 任何 一 个 
数 和 它 的 后 继 数 互 素 这 一 事实 以 及 断言 (4 知 ，p 是 两 个 平方 数 之 
和 ， 由 此 可 知 p 不 能 整除 这 所 有 的 4n — 1 个 数 ， 

25*—1, 3?'-2*^, ee, (4n)!* — (4n - 1)?*, 
因为 ， 车 Pp 整除 所 有 这 4n -1 个 数 ， 则 p 将 整除 由 这 4n ~ 1 个 数 所 形 
成 的 44 — 2 个 差 数 ， 同 理 也 整除 这 些 差 的 4n -3 个 差 数 ,依次 类 推 。 
由 基础 代数 可 证 明 序列 1*，2*，35 45, … 的 A 阶 差 是 常数 是 等 于 有 局 
CLRID. 所 以 序列 1，22"，32"，42s，.… 的 24 阶 差 都 等 于 
(2#)1， 不 能 被 = An + 1 整除 。 如 果 p 整 除开 始 的 4n - 1 个 一 阶 差 
2U-1, 3 ee, (4n)? (48 2 1)?^,. il Pp 也 整除 开始 的 
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An — 28 个 24 阶 差 ， 实 际 不 然 ， 所 以 不 能 整除 这 所 有 的 4n - 1 个 
一 阶 差 。 


表 xH 
K-1 1 23 3 4 5 6 7 œ» 
1 阶 差 1 1 1 1 1 1 
2 阶 差 0 0 0 0 0 
K=2 1 4 9 16 25 36 49 » 
1 阶 差 3 5 7 9 11 13 
2 阶 差 2 2 2 2 2 
3 阶 差 0 0 0 0 
K=3 1 8 27 64 125 216 343 512 
1 阶 差 7 19 37 61 91 127 189 
2 阶 益 12 18 24 30 36 42 
3 阶 差 6 6 6 6 6 
4 阶 差 0 0 0 0 
E=4 1 16 81 256 625 1296 2401 4090 » 
2 阶 差 15 65 175 369 671 1105 1695 = 
2ge3€ 50 110 194 302 434 590 , 
aga 60 84 108 132 156 
apr 24 24 24 4 
Er 0 0 0 


1658 年 ， 费 尔 马 在 一 封 守 中 谈 到 他 有 无 可 辩 驶 的 事实 说 明 下 
面 的 结论 是 对 的 ，(i) 形 为 4% + 1 的 素数 都 是 两 个 平方 数 之 和， 
Gi) 3E35 + 1 的 每 个 素数 具有 形式 ao* +307; (Gii AE Asn 
+ 1 或 8# + 3 的 素数 具有 形式 a” + 20” ;(iv〉 每 一 个 数 是 3 个 或 少 于 
3 个 的 三 角形 数 之 和 中 ，4 个 或 少 于 4 个 平方 数 之 和 ,5 个 或 少 于 5 个 


%1 :3,6, 10, SUID 叫 三 角 形 数 。 
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五 角形 数 0 之 和 等 等 。 欧 拉 对 于 断言 (iv) 非常 有 兴趣 ,特别 是 每 
个 数 是 4 个 或 少 于 4 个 平方 数 之 和 这 一 断言 。 非 常 自然 地 , 欧 拉 试图 
用 他 证 明 第 (i) 个 断言 所 用 的 技巧 去 证 明 其 余 的 断言 。 他 发 现 ， 
(iii) 与 (iv) 他 是 无 能 为 力 的 ,但 是 (二 ) 可 以 用 与 (i) 几 乎 相同 
的 方法 去 证 明 。 | 
在 (ii) 和 (i 的 证 明 中 ， 主 要 区 别 在 于 对 于 素数 2 的 处 理 上 。 

注意 上 面 的 结论 (4) 对 于 形 为 + + 35: 的 表示 是 错误 的 ， 因 为 1* + 
3*1: 被 2 可 除 尽 ， 尽 管 2 不 为 形 为 0? + 35: 的 数 。 同 时 ,还 需要 注意 
到 若 结论 (4) 被 用 到 形 为 * + 35* 的 表示 中 ， 则 不 等 式 

zr< (2) + (12) s37 
变 成 

zs ) *s(19) «s, 
所 以 z<z。 但 在 证 明 递 降 时 需 用 到 严格 的 不 等 式 ?<z， 这 儿 却 得 
不 到 。 但 是 ， 若 z 是 奇数 ， 则 不 等 式 el «e, dd < 了 是 严格 


的 不 等 式 |c| <s, 加 < 二?, 则 所 需要 的 不 等 式 2<z 可 以 得 到 。 


对 于 表示 成 形 为 a +35 的 数 类 似 于 结论 (4) 的 证 明 可 如 下 给 出 。 
Q ”两 个 可 以 被 写成 形 为 a* + 30: 的 数 的 乘积 ， 也 具有 形 式 
a? +302, 
此 断言 可 由 
: (a? 4 3b*) (c? +3d?) = (ac — 3bd)? - 3(ad + bc)? 
推出 。 | 
UO 如果 一 个 形 为 a* + 35: 的 数 可 被 2 整除 , 则 它 也 可 以 被 4 整 
Bk. 被 4 除 所 得 的 商 具有 形式 c? + 3d?。 
^jw-$a, b— 3 —1H. Wa + 35: 不 能 被 2 整除 。 若 4,5 都 是 偶数 ， 


QI, 5, 12, 22, ^, KD MERER, 
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则 a? + 302 可 被 2? 整 除 ， 且 商 具 有 形式 c: + 3d?， 其 中 c= Lad- 
lb. Ea, RETK, Wla-a4mii, b-anil (这 里 的 mi 和 


符号 都 是 适当 选取 )， 所 以 e+ brka ~ HERE RR, Beet 
被 4 整除 ， 则 
4(a? - 352) 2 (1* 4 3*1?) (a? - 3b?) 
= (a— 325)? +3(a +b)? 
可 被 4 整除 [因为 4 - 3b=(a+b)-4b), 所 以 (a +36?)/4 具 有 形 
式 c + 3d?。 若 a 一 4 被 4 整除 ， 则 可 以 4= (一 1)*+3。 代替 4= 1* 
+3*1*， 得 到 与 上 面相 同 的 绪论 。 
© ”车 形 为 a* + 35? 的 数 可 被 形 为 p* + 342 的 素数 整除 ， 则 其 
商 可 被 写成 形式 c?* + 3d?。 
.由 
(pb~ag)(pb+aq)=p’b*+3g°b’— 3g? b? — a?q* 
=b" (p° 4 39?) - q? (a? c 3b?) 
WD! + 34* 整 除 ， 又 p* 630 RU, 4mp aq 或 pb + aq 可 被 
p*+3q’ 整 除 。 所 以 
(p? +3q?) (a? + 3b? y=Cp?+3( £ q)*J(a*? t 3b?) 
= (pax 34b)? + 3(pb + aq)? 
Aet + 342) :整除 〈 当 符号 适当 选取 时 )。 
故 (a? 30?) /(p? +342) 有 所 求 之 形式 。 
© EEAO + 302 的 数 有 一 奇 因子 不 具有 该 形式 , 则 商 也 有 
一 不 具有 此 形式 的 奇 因子 。 
设 zy=a?*+3b*， 其 中 7 为 奇数 。 若 y 是 偶数 ， 则 由 断言 @ 
知 ， 它 可 被 4 整除 ， 且 z(Vy/4) =c + 3d2， 这 种 过 程 可 被 重复 进行 
下 去 ， 直 到 y/4* 是 奇数 为 止 。 所 以 y= ppp, Pp; EYR. 
个 奇 素 。 若 ! 的 这 种 分 解 中 的 所 有 奇 素数 可 被 写成 形 为 c: 34? , 则 
zy= 4 +36b*， 能 被 每 一 个 p; 整除 。 且 由 源 言 2 ，3 知 cupmu 
成 形式 c* + 3d*， 所 以 x 不 具有 此 种 形式 ,那么 y 一 定 有 一 奇 因子 不 
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具有 此 种 形式 。 
© dja,bH X,Dja? + 30? 每 一 奇 因子 都 具有 形式 c* + 34d*。 
假定 x 是 a* + 302 的 一 个 奇 因 子 ，a= mz 土 c<，b=#x 土 d, 其 中 


lel «e id] «is, 则 cz + 3d? 可 被 z 整 除 。 设 cz + 3d? = zy, 


其 中 y<z， 则 没有 大 于 1 的 c 和 d 的 公 因子 能 整除 z。 因 为 若 不 然 ， 
则 与 < 和 6 互 素 了 矛盾。 所 以 c* + 3d’ = zy 能 被 < 和 d 的 最 大 公 因 子 除 
R, Hue? + 3f? xz, Hohe, JER., ESRB Xa + 302， 
则 由 结论 @@ 知 ，z 有 一 奇 因子 必 不 具有 此 种 形式 。 所 以 车 存在 一 个 
奇数 z， 它 是 a* + 322 的 一 个 闵 子 且 z 本 身 不 有 具有 形式 c: + 3d:， 则 
意味 着 一 个 更 小 的 具有 和 xz 同样 性 质 的 w 存 在 ， 由 其 无 穷 递 减 性 ， 
可 得 所 求 结论 。 
除 3 以 外 ， 每 个 素数 都 县 育 形 式 3# + 1 或 34 2 RODEO + 
2 的 数 一 定 不 具有 形式 a* + 38*。 商 为 如 果 a? + 302 不 能 被 3 整除 ， 
则 a 必 定 不 能 被 3 整除 ，a = 3m 51, Ha? + 3 是 3 的 倍数 加 1， 这 
HEBES OR. —4 n USE Xa* + 3b: 的 次 的 奇 素数 (a 和 4 互 
K) PRAEAN + 2。 车 4 和 8 不 互 素 ， 则 
a? c 3b* =d? (e€ e 3f?), 
其 中 q 是 c 和 8 的 最 大 公 因 子 ，e 和 j/ 互 素 。 这 样 一 个 形 为 G: + 35: 的 
数 能 被 写成 一 个 没有 形 为 3 + 2 的 奇 素 因子 的 数 的 平方 倍 数 。 对 
Ta! + 36* 的 偶 素 因子 ， 即 此 数 整除 a* + 30:， 且 是 2 的 倍数 ,由 断 
言 名 知 ， 它 是 4 的 曙 ， 故 为 一 个 平方 数 ,所 以 一 个 数 具 有 形式 a? + 
3 久 的 一 个 必要 条 件 是 由 它 所 包含 的 最 大 平方 数 所 得 的 商 不 包含 
形 为 3 + 2 的 素 因 子 。 此 条 件 也 是 充分 的 ， 这 只 需要 证 明 ， 
© JEX35 + 1 的 每 个 素数 都 具有 形式 a? + 3b, 
, Eire, 由 费 尔 马 定理 知 ， 素 数 p = 38 + 1 整除 由 数 1, 277, 
S, G-D*"Bfütp- 24-2. 这 些 差 数 每 一 个 可 被 分 解 成 
a*— b?" = (a* — b*) (a*" e a*b* + b3"), 
且 第 二 个 因子 可 被 写成 〈 因 为 或 5 是 偶数 )， 
A* + A(2B) + (2B)! = (A + B)? + 3B*, , 
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其 中 A 和 B 扎 素 。 所 以 由 断言 @ 知 ，P 必 定 具 有 形式 c* + 3d* 除 外 ， 
它 整 除 由 数 1，2"，3"，…，(p 一 1)" 所 得 的 p ~ 2 个 差 , 同 前 所 证 知 
了 将 整除 * 1。 这 是 不 可 能 的 。 所 以 p 必 具有 形式 c* + 3d?。 

车 把 上 述 论 证 应 用 到 形 为 a* + 26* 的 表示 上 去 ,可 以 证 明 一 个 
数 具 有 形式 a? + 20: 的 一 个 必要 条 件 是 它 被 它 所 含 的 最 大 平方 数 整 
除 所 得 的 商 ， 不 包含 形 为 8% + 5 或 88 +7 的 素 因 子 。 这 个 条 件 也 是 
充分 的 ， 这 只 需要 证 明 形 为 8# + 1 或 8% + 3 的 所 有 素数 可 被 写成 0。 
+20:。 正 是 这 最 后 一 步 ， 欧 拉 没 能 证 明 ,首先 给 出 证 明 的 是 拉 格 
BIH. 


4。 一 个 引 理 的 证 明 
欧 拉 计 算 形 为 c+ pv ~ c 的 数 ， 是 基于 公式 


(x? - cy?) (u? c cv*) « (xu - cyv)* + c(xv + yu)? 
此 公式 在 上 面 多 次 出 现 。 简 单 地 说 , 若 整 数 4 是 整数 B 和 C 的 乘积 ， 
朋 车 B 和 C 能 写成 形 为 a* -cb?, BB-rt-c.cy*, ce-u?-cxcv?, W 
A 也 可 以 写成 此 种 形式 (利用 公式 a+bwW/ c9 (z+y/6)(w+ 
vw -Cc) 来 定义 a 与 5)。 
为 了 证 明 n = 3 时 的 费 尔 马 大 定理 ， 我 们 需要 证 明 以 下 引 理 。 
58 ” 若 a 和 6b 互 素 ， 且 4? + 3 为 一 立方 数 ， 则 存在 整数 p 和 
q, {E 
arb/—3-s(pq/-—37, 
为 了 证 明 此 引 理 ， 我 们 非常 自然 地 对 欧 拉 的 论证 作 如 下 的 进 
一 步 讨论 。 
(1》 若 a 和 0 互 素 ， 且 0? + 38? 是 偶数 ， 则 4 + 5 - 3 可 被 写成 
acb/-3-(Qt/-3)u-v/-3), 
其 中 x 和 v 为 整数 ， 符 号 适当 选取 。 
因为 a* + 30 :是 偶数 ，a 和 2 必 有 相同 的 奇偶 岂 , 又 因为 它们 互 
素 ， 故 都 必 是 奇数 ， 所 以 都 具有 形式 4 土 1, 且 at+ 5 或 a ~ 5 必 能 被 
4 整除 。 若 sc + 0 被 4 整除 ， 则 方程 
4*(a? 3b?) 2 (1? * 3*1?) (a? + 3b?) 
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-(a—3b)* c 3(a  b)*. 
能 被 4 整除 。 设 (C2z 030?)/4-2u* + 307, u= (8—30)/4, v=a+6 
/4。 利 用 uw 和 v， 再 注意 到 其 方程 等 价 于 o 
WU —3z (a tby -3)(14/—3)/4, 
-BẸ (1- 4/3) *v/ 3) =a +b -3 
- 故 得 所 需 方 程 。 类 似 地 ， 若 ac- 8 被 4 整除 ， 财 
a+b 3201-73) *v/—3) 
z 和 > 适当 选取 ， 注 意 到 kx 和" 互 未 CHRUaRDTWIDXO, Ha’ + 3b? 
= 4(w? +3v*)， 可 得 同样 结论 
(2) dia, OER ,a* + 36? 可 被 一 奇 素数 w 整 除 , 则 w 可 被 写成 
多 = 了 +34”(p 和 4 为 正 整 数 )， 且 a +bW 一 3 可 被 写成 


Gv*b/—3s(ptqv -3)(utv/ —3), 
其 中 正 负 号 适当 选取 ， 且 w，v 为 整数 。 | 
这 第 一 个 结论 正 是 上 一 节 的 断言 @@。 正 如 欧 拉 的 证 明 所 知 ， 
pb + aq 或 pb aq 可 被 w 整 除 。 若 pb+ag 被 w 整 除 ， 则 方程 
w(a* - 3b?) = (p? +3q?) (a? +3b?) = (pa — 3qb)? 
+3(pb +aq)? , 
能 被 w* 整 除 ,将 (a* + 302)/w 写 成 wz + 302 的 形式 ，&= (pa — 3qb) 
/w, v= (pb x aq)/w, 
即 
WEUV —3-(P*Qv/ —3)(a *bu/—3)/w, 
等 式 两 边 同 乘 p- gw 二 3， 则 有 
(p-qv/ -3)(&*v/ -3)-a*b,/—3, 
即 得 所 求 。 类 似 地 ， 若 pb - aq 被 w 整 除 ， 则 - 
a+b -3=(ptqv 3 3u tu 3 2, 
udivoHE, Ha? +3b?=w(u? 十 302 )。 
(3) figa, bx, Wja-by/ 一 3 可 被 写成 
a+b -3 
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= t(D qi —3)0. idi =3) (Pa Elav ~3), 
Hp, AERA, HP +3 EAR X3 i=l, en, 
Gia! + 35: 是 偶数 ， 则 它 可 被 整除 。 若 a* + 35* 不 是 1， 则 它 有 
一 个 因子 % 等 于 4 或 一 个 奇 素数 ， 且 由 结论 (1)，(2)， 得 到 
arb/—3-(ptqv/-3)(9*v/—3), 


其 中 pz +39* = W。 则 &，v 互 素 ， 从 w+cw 二 3 中 取出 一 个 因 TP 


土 gw 二 3， 是 和 从 a+bv 二 3 中 取出 一 个 因子 一 样 ， 除 了 弛 + 3v? 
= (a! +3b?)/w Ha? - 30^. 重复 此 过 程 ， 最 终 将 得 到 
acrb/-3s(Qnitgiu-i- 
(D, t6, /—3) (06 0, 33, 
其 中 w? +30? = 1, Wju- £1, 0-0, ufU/ —3-2 t1, 
故 得 所 求 。 

(4) 车 a，5 互 案 ， 则 在 上 面 4+bw 二 3 的 分 解 中 ,除了 符号 的 

选取 外 ， 因 子 是 完全 确定 的 ， 且 

(pi +3q?)(pi 341): (pi +344) = a? +3b? 
是 a* + 35* 的 因子 为 奇 素数 和 4 的 一 个 分 解 。 进 而 ， 若 因 op 
qv 一 3 出 现 ， 则 因子 p~4w 一 3 将 不 会 出 现 。 反 之 亦 然 。 

这 第 一 个 结论 所 要 证 的 就 是 由 式 子 p* +39* = w 可 以 确定 p,q 
及 其 正 久 导 ， 这 里 w 是 4 或 一 个 奇 素数 。 当 w= ABI, BARLE 
w 是 奇 素数 ， 且 a* + 30 :是 w 的 另 一 种 表示 ， 则 由 断言 (2) 知 

acb/-3-(xav/ -3)n*v/—3), 
Hw=w(u? +3v?), Bl 

u!430? 2], u= £1, v=0, at b / -3 

= ipeq/-3) 
故 得 证 。 至 于 第 二 个 结论 ， 只 需 由 p + gw ~ 3 和 p -a/ ~3 相 乘 得 
到 因子 p” +39*， 这 与 0，b 互 素 矛 盾 。 

到 此 ， 现 在 证 明 费 尔 马 大 定理 ?= 3 的 情况 ， 欧 拉 的 证 明 中 所 
用 到 的 引 理 ， 现 在 可 容易 地 给 出 。 其 具体 证 明 如 下 。 
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证 明 ”假定 
a? 十 30 = DID1…D。 
为 断言 (4) 所 述 的 因子 为 4 或 奇 素数 的 一 个 分 解 。 若 此 分 解 恰好 含 
有 k 个 4 的 因子 , 则 2:* 能 够 整除 a* + 382 的 2 的 最 大 寡 次 。 又 因为 @ 
+302 是 一 个 立方 数 ， 因 此 2K 和 天 是 3 的 倍数 。 从 而 ， 在 分 解 中 的 
任何 奇 素数 w 的 重 数 必定 是 3 的 倍数 。 这 样 w 可 被 3 整 除 ， 且 因子 
pi1pD2…pD。 了 可 按 psks 1 = P3K+ = psk+s 这 种 方式 排列 。 Ft edi Wi 
言 3 给 出 的 a + bw 二 3 的 分 解 中 相应 于 这 三 个 w 的 因子 是 相同 的 (这 
是 因为 唯一 的 选择 是 对 p+gv 二 3 的 正 负 号 的 选择 ,但 这 两 个 符号 
不 能 同时 出 现 )。 从 这 三 组 中 各 取出 一 个 因子 使 它们 相 乘 , 则 得 到 
一 个 数 c+ qd- 3， 使 得 
atb/-3- x(erd/-3)*, 

因 -(c+adqw-3)3=(-cC-dw 一 3)3， 故 问题 得 证 。 

CE) 

5。 关 于 两 平方 数 之 和 的 注 记 

1654 年 ， 费 尔 马 在 一 封 信 中 〔 可 以 断言 欧 拉 不 知道 此 信 ), 进 
一 步 提出 将 一 个 数 有 效 地 分 解 为 两 个 平方 数 之 和 的 问题 ， 即 给 定 
一 个 素数 ， 例 如 53， 找 一 个 把 它 分 解 为 两 个 平方 数 之 和 的 一 般 规 
律 。 

欧 拉 用 间接 证 明 的 方法 来 解决 这 个 问题 ， 也 就 是 由 一 个 矛盾 
的 假设 推出 结论 ， 即 车 一 个 形 为 1s + 1 的 素数 不 是 两 个 平方 数 之 
和 ， 则 可 以 找到 一 个 无 限 弟 降 的 正 整数 序列 。 所 以 没有 解决 费 尔 
马 的 找 一 个 构造 性 方法 问题 。 然 而 ， 若 对 欧 拉 的 证 明 作 仔细 地 研 
究 ， 发 现 它 可 以 被 修改 成 一 个 构造 性 的 证 明 。 

欧 拉 在 证 明 的 第 5 步 中 是 具有 一 定 的 构造 性 的 ， 它 说 明 ， 若 
4n + 1 是 素数 ， 则 数组 

1!'"42'", 2?" - 3", ee, (41 1)? * +n)?" 

中 至 少 有 一 个 数 可 被 48 + ERR, XEXPAR RU PIT 4n 1-553, 
可 以 容易 找到 1 + 22 可 被 53 整 除 ， 用 同 余 表示 ， 有 
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2° = 64211mod53, 

2!1?z:]1? 2 1212::15mod53, 

2132:2.15 = 30mod53, 

2**—900- — 1mod53, 
因此 ，2*。+1 可 以 被 353 整除 。53 能 整除 2:* + 1 这 一 事实 ， 在 欧 拉 
的 证 明 中 是 用 来 指出 53 可 以 整除 两 个 平方 数 之 和 。. 上 面 的 计算 ， 
给 出 了 一 个 具体 的 可 以 被 53 整 除 的 两 个 平方 数 之 和 ， 即 30* +1= 
17"53。 欧 拉 在 断言 4 中 总 结 出 53 必 是 两 个 平方 数 之 和 ， 因 为 否则 
将 可 构造 一 个 无 限 递减 序列 。 现 在 的 问题 是 给 出 一 个 直接 证 明 ， 
而 不 是 通过 矛盾 推导 出 来 。 

对 于 一 般 的 情况 p= an +1， 可 以 利用 欧 拉 的 方法 去 找到 a* + 
Bb* =kp， 其 中 a，45 互 案 ,，k<p。, 问 题 是 怎样 被 k 分 解 。 欧 拉 证 明 中 
的 第 二 步 指出 了 怎样 被 可 以 写成 两 个 平方 数 之 和 的 素数 分 解 。 容 
易 看 出 ，a?* + 6: 的 任何 素 因子 是 2 或 具有 4n + 1 形式 的 数 ， 所 以 可 
以 通过 将 k 分 解 成 素 因 子 ， 然 后 将 每 个 因子 写成 两 个 平方 数 之 和 ， 
再 由 它们 逐个 相 除 。 例 如 & = 17 本 身 是 一 素数 ， 可 以 容易 地 写 出 
17= 1* +4:， 这 分 解 过 程 为 

17*17*532 (17 +4?°)(30? € 1*5 2 (30 4)? + (1: 120)? 
〈 选 择 正 负 号 使 得 这 些 数 被 17 整 除 )， 
于 是 得 到 
ra (344^ 1119、 0 ,2 
53= (17) + (42) -2'-T7', 

该 方法 把 将 素数 p 写 成 两 个 平方 数 之 和 的 问题 归结 为 写 成 形 
Aan +1 的 更 小 素数 问题 ， 即 可 写成 两 平方 数 之 和 的 k 的 素 天 子 。 
这 也 可 能 是 费 尔 马 本 人 在 如 下 描述 他 的 无 限 递减 的 证 明 时 所 想到 
的 方法 ， 若 一 个 形 为 4% + 1 的 素数 不 是 两 个 平方 数 之 和 , 则 存在 与 
此 数 有 同样 性 质 且 比 此 数 小 的 素数 ， 同样 将 有 第 三 个 数 ， 依 次 类 
推 ,无 女 递 减 直到 5, 这 是 具有 此 性 质 的 最 小 数 , 因 比 5 小 的 数 ,将 不 
是 两 平方 数 之 和 和， 从 这 里 我 们 可 以 排 测 《〈 由 归纳 到 不 可 能 ) 出 所 
有 具有 此 性 质 的 数 是 两 平方 数 之 和 。 
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然而 ， 此 方法 是 非常 宛 长 的 ， 因 为 它 包括 验证 < 是 一 个 素数 ， 
车 可 能 进行 分 解 ， 总 是 一 个 困难 的 步骤 ， 然 后 把 因子 表示 为 两 个 
平方 数 之 和 。 一 般 地 ,一 个 更 好 的 被 k 分 解 的 方法 是 乘 上 一 个 更 小 
的 数 ?， 具 体 作 法 如 下 ， | | 
“正如 网 拉 证 明 的 断 讶 (4)， 设 方程 4 +52 = hp, 现 在 去 找 一 个 
形 为 两 个 平方 数 之 和 更 小 的 & 的 倍数 的 数 ， 设 oa = gq1&+c，5= qs8 | 
td, RAYE +d?, gictadi-nh, Bj lel «ts id] 


«Ih ln ls, 从 而 


nkkp = (c° +d?) (a? +b?) = (cat db)! (cb da)*, 
E AETH REA EL BUE TE uE B] cb +da 或 cb -dakk B Br FH 
的 方法 不 能 用 在 这 里 ,因为 不 一 定 是 素数 。 但 有 一 个 更 简单 的 方 
法 ， 即 注意 到 ， 
cbtda-c(g,kktd)td(q,Rto) 
可 被 A 整 除 ( 这 里 所 选 的 正 负 号 要 使 cd +dc 这 两 次 能 够 消去 ), 所 以 
整个 方程 能 被 如 整除 ， 得 到 mp 是 两 个 平方 数 之 和 。 Xn-1, 则 p 


即 为 两 平方 数 之 和 ， 否 则 可 重复 此 过 程 ， 得 到 一 数 m «cn, iei 


HB 是 两 平方 数 之 和 。 重 复 此 过 程 ,最 后 必得 为 两 个 平方 数 之 和 。 
在 例子 302 £1* 2 17:539, c= -4，d=1，42+12=17， 此 
过 程 如 前 记述 。 再 例如 p = 229。 
第 一 步 是 计算 2'' ‘mod229， 有 
2* = 256 27mod229, 
21* 2:27? = 929 = 42mod229, 
2*92:(—68)(44) = — 29922 ~ 15mod229, 
211*32(—15)(42) 7 —630z57mod229, 
25152240573 ~ 1mod229, 
所 以 — 229 整除 (257) +1?。 
第 二 步 是 计算 257mod229。 有 
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248 =( —68)(42) = — 28562: ~ 108; 
256=( —108)(27) = ~ 2916= —168761; 
257 —122mod229, 
直接 计算 知 1222+1=65.229， 由 此 开始 作 题 ,第 一 步 c= 122— 
2.65= -8,d=1， 由 此 8z+12=65。 则 65.65.229= (8* +15) À 
(1222+12)=(976 王 1)2+(8 土 122)2， 由 此 得 
229= (m + (59) s1542 | 
类 似 上 述 过 程 ， 我 们 可 以 求 出 形 为 34+1 的 素数 表示 为 形 为 
ca:+302 的 数 。 第 一 步 是 计算 2"modp。 若 2? 是 p 的 倍数 加 1, 则 p 整 
除 2" -1， 且 3"modp 必 被 计算 。 最 后 ， 必 将 得 到 一 个 整数 c ,使 得 
c" 不 是 p 的 倍数 加 1 ,而 (c- 1)" 是 p 的 倍数 加 1。 则 因为 p 整 除 c" - 
(c-1)*, PARR?" « (6-1) € (Cc 一 1)*， 此 数 是 有 形式 a? 
+36*。 于 是 a? + 302: = ip，R<p。 若 s，0 都 是 偶数 , 则 ?的 因子 可 
被 消去 。 著 sc，2 都 为 奇数 ， 则 4 整除 c: + 35*， 消 去 4 的 技巧 为 
a? 43b?  ;jax3b4? a tb 
1 -( E ) nE) , 
其 中 正 负 号 的 选取 使 得 4 整除 c+8。 这 样 把 问题 归结 到 
a? 4 302 - &p, 
Epa, bA- Eh-1, WAHRER. TOU ERRES 
cmodi, baki 4cs]d, Ro? +d’ =nk, nck 《 因 h 为 奇数 )。 则 
nkbp — {ac x 3bd)? +3(ad X bc)*, 
当 符 导 适 当选 取 时 ， 可 被 整除 ， 给 出 
np-e?-«8f?*, 
diei, WYER, ECT] 
p-g* +3h?, . 
例如 ， 考 虑 D= 67。 第 一 步 是 计算 22*mod27， 这 是 一 个 非常 
简单 的 计算 。 
2°=64=-3, 
21229, 
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213-27, 
2192 —542:18, 
2312522: —18, 
2 三 一 30。 
于 是 2*? ~ 1 不 能 被 57 整除 ， 且 2 和 '+2:*+1 必 能 被 57 整除。 这 是 
s(1a11) + (1222 +1) 2302)! + 211+1)? 
2 2 
因为 2*' 二 ~15， 这 意味 着 3.( -15)* + (~14): 必 能 被 7 整除, 直 
接 计 算得 
3°152+14?= 871=13.67。 
简化 15 和 14mod13， 得 到 
3*2? +1?=0mod13。 
事实 上 3.22+12=13， 所 以 
13*13*67 = (1* 3*2) (14? 43*15*) = (14 和 3°30)? + 
3(15 t 28)*, 
于 是 


Go C ener 
6. 欧 拉 证 明 的 基本 思路 
由 上 述 可 看 出 ， 欧 拉 证 明 费 尔 马 大 定理 n= 3 的 情形 在 导出 更 
小 解 的 问题 时 ， 归 结 到 如 下 命题 ， 
如 果 p 和 9 是 互 素 的 整数 ， 且 p?: + 392: 是 一 个 立方 数 , 则 必定 存 
在 正 整 数 c 和 20， 使 得 
p-a*—9ab*, q-3a*b 一 302。 
欧 拉 是 怎样 构思 他 的 证 明 的 呢 ? 他 经 过 深入 思考 ,发 现 数 a + 
bv -3 很 有 用 ， 如 果 把 表达 式 (oc+bv 二 3)* 展 开 ， 命 题 的 结论 就 
是 
(a+ow 一 3)2=D+dw 二 3。 
于 是 命题 假设 p + 39? 是 一 个 立方 。 而 
p? +39 = (p av/ 23) (p- av/ =3), 这 样 一 来 原 命题 可 转化 为 如 
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下 命题 ， 
如 果 (p+4v -3)0-4/-3)3&—3:3i FX, W pera -3% 
定 是 -- 立 方 数 ， Bp 
pav =3= (a+b —3)*, 


因此 ， 欧 拉 看 出 引进 数 c+ 6 一 3 的 重要 性 。 


网 拉 对 这 类 数 a +0w 二 3 进行 加 减 乘 运算 之 后 ,还 是 该 类 型 的 
数 。 这 些 性 质 与 整数 的 性 质 十 分 类 似 。 正 由 于 这 种 相似 性 ， 就 引 
导 胸 拉 应 用 类 比 法 把 整数 的 一 个 性 质 应 用 到 数 a + 6 二 3 上 来 ,由 
整数 可 唯一 分 解 成 为 素数 这 一 性 质 可 推出 整数 有 如 下 性 质 ， 互 崇 
的 整数 的 乘积 是 一 个 立方 只 有 当 每 个 整数 是 立方 才 行 。 欧 拉 首 先 
证 上 明了， 如 果 p，4 互 素 ， 则 p +qw 二 3 与 一 4w 二 3 也 互 素 。 于 是 
把 整数 的 性 质 推广 ， 就 得 到 只 有 当 每 个 数 本 身 是 立方 时 , 形 如 a+ 
5 二 3 互 素 的 数 的 乘积 是 立方 。 因 此 ， 假 定 (p+gv 二 3)(p- 
9w 一 3) 是 立方 就 推出 p+4w 二 3 是 立方 ， 从 而 命题 得 证 。 

尽管 命题 的 结论 是 正确 的 ， 但 是 类 比 论证 不 能 构成 严格 的 逻 
辑 论证 方法 。 这 种 方法 具 能 提供 论证 的 方向 ， 不 能 作为 数学 证 明 
中 的 逻辑 链条 。 它 是 数学 家 对 这 个 问题 的 直觉 思维 的 一 个 具体 过 
程 ， 但 这 种 过 程 不 能 成 为 定理 的 一 个 严格 证 明 步骤 。 我 们 通过 数 
学 直觉 所 获得 对 问题 的 洞察 ， 还 需要 经 过 严格 的 逻辑 验证 。 事 实 
Lk. 直觉 和 罗 辑 是 数学 创造 的 两 个 进 膀 。 我 们 学 习 数 学 不 仅 要 学 
习 数 学 家 严格 的 推理 ， 还 要 学 习 数 学 家 头脑 里 对 于 定理 的 结论 是 
怎样 想 出 来 的 ， 问 题 是 怎样 提出 来 的 ， 解 决 问题 的 思路 一 步 一 步 
又 是 如 何 进行 的 。 而 数学 家 欧 拉 的 著作 正体 现 了 这 两 点 。 也 正 由 
于 此 ， 欧 拉 的 著作 才 成 为 启发 几 代 数学 家 灵感 的 大 源泉 。 

欧 拉 用 类 比 代 将 论证 ， 这 是 错误 的 。 当 然 ,网 拉 对 这 一 错误 ， 
不 一 定 不 知道 ， 只 是 由 于 他 多 产 ， 而 忽略 了 每 一 个 细节 ， 或 者 由 
于 他 坚信 结论 的 正确 性 ， 就 没有 再 去 修改 具体 的 论证 细节 。 但 这 
并 不 影响 欧 拉 这 位 著名 数学 家 的 形象 。 错 误 也 可 以 引导 出 正确 的 
东西 。 他 通过 类 比 整 数 的 因子 分 解 而 把 形 如 4 +5w 二 3 的 数 分 解 
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成 素 因 子 的 思想 ， 这 表现 出 他 的 巨大 想象 力 。 狄 利 克 雷 (Diri 
chlet, Lejeune, Peter Gustar, 1805—1859) $#$ ib Legen- 
dre，Adrien 一 Marie，1752 一 1833) 对 于 第 二 个 奇 素数 的 费 尔 马 
大 定理 的 证 明 所 用 的 方法 正 是 从 欧 拉 证 明 n = 3 时 所 用 的 方法 开拓 
出 去 ， 而 相应 欧 拉 的 关键 等 式 p+4gw 二 3= (4 + bw 一 3)* 是 等 式 p 
0/8 2 (a4 b/8)5, E 

欧 拉 证 明 中 的 缺陷 就 在 于 由 整数 唯一 因子 分 解 所 推出 的 性 质 
对 于 数 系 R 不 一 定 成 立 的 事实 ， 也 正 是 这 一 点 ， 成 为 后 来 数学 家 
深入 研究 费 尔 马 大 定理 的 一 个 中 心 课题 ， 由 此 引出 正则 素数 的 概 
念 ， 从 而 对 于 解 次 费 尔 马 大 定理 的 证 明 推 进 了 一 大 步 。 

欧 拉 的 证 表 断 言 ，42+1I1 的 每 一 个 素数 是 两 个 平方 数 之 后 , 几 
乎 用 完全 相同 的 方法 证 明了 克 下 断言 ,34 +1 的 每 个 素数 问 具 有 形 
Hat +35?。 这 也 是 他 的 类 比 轧 想 的 具体 体现 。 

在 上 述 证 明 过 程 中 ， 我 们 着 到 磺 尔 马 所 创 的 无 穷 递 降 法 得 到 
了 多 次 应 用 ， 由 此 看 来 文 一 方法 有 一 定 的 普 浪 性。 为 此 ， 我 们 在 
这 里 作 一 简单 概括 。 费 尔 马 无 穷 递 降 法 其 证 明 的 逻辑 步骤 如 下 ， 

(1) 车 一 命题 p(n) 对 若干 正 整 数 4 为 真 ， 则 在 此 诸 n 中 必 有 一 
最 小 者 。 

(2) 车 p(n) 真 ， 则 有 一 正 整 数 n’ <n, pm IRA. 

车 此 二 步 已 证 ， 则 命题 p(n) 决 不 真 。 


(三 ) 关于 n = 3 的 一 个 初等 证 明 


这 一 节 我 们 给 费 尔 马 大 定理 n= 3 情形 的 一 个 初等 证 明 。 我 们 
先 把 这 个 问题 分 解 成 几 个 基本 命题 , 当 这 几 个 基本 命题 证 明之 后 ， 
就 可 推出 费 尔 马 大 定理 n= 3 情形 。 为 此 先 给 儿 个 引 理 。 
5132.31. EDAX, (0, P) = 1， 则 
af^izs] (modp)。 
这 个 引 理 称 为 次 尔 马 小 定理 。 为 了 证 明 该 引 理 ， 我 们 先 证 下 
面 的 命题 。 
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命题 ” 设 p 是 素数 ,而 Pi ,js ，… ,hs 都 是 整数 ,其 中 4 为 正 整 数 ， 
则 hi +h, + +h) Œh? +h! +. th? (modp)。 
证 明 对 c 应 用 归纳 法 。 
假设 对 于 ac- 1 >D, MARL, SERRE. FRE, 
由 于 
(hi +h, +- RIS (hi 十 Rs +e +h 1) th? +PN, 
其 中 入 为 某 一 整数 ， 从 而 
Chi th, +e +h,)?=(h; +h; +e +ha1)? +h? (modp), 
由 归纳 假设 得 
(BR, 十 ROI, +h BRI ER 
=h} +h! +- +hi(modp), GEZ) 
现在 我 们 来 证 明 引 理 2.31。 
令 命 题 中 h,=1，i=1,2,…,a， 则 


(1+1+. +1)?=1?+1?+.. +1°(modp), 
一 一 -a 个 一 一 一 一 4 个 一 一 


Bp 
a*z:a(modp), 
由 此 推出 
a^'!z] (modp), 

引 理 2.32 ”车 不 定 方程 

z? +y? 42520, (xX, y)-1 
有 整数 解 ， 则 必 有 
zyz-0(mod3), 

证 明 由 引 理 2.31， 有 
z*zz(mod3), 
y*zy(mod3), 
z5::z(mod3), 

由 此 推出 
x+y +z=0(mo0d3), 
Cz +y +z)’=0(mod27), 
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z(ray)z(rey)reytz)eo0(modo), | 
ty(r4 y)z0(mod3), 
再 由 z+y= ~ z(mod3) 
推出 
~ xy(x +y) =ryz(mod3), 
于 是 推 得 
zyzss0(mod3), 
3182.33 若 不 定 方 程 


x?«4py*-42352z0, (0, y)-1, rgz£0, a) 
有 整数 解 ， 则 存在 整数 < ，B8， 使 得 不 定 方程 组 

(rue eus fa,3 7B (2) 

z? — zy +y’ =38°, (x, y)=(@, B)= 1 


也 有 解 ， 反 之 亦 然 。 

证 明 若 (1) 的 解 为 z2 y，2z， 则 由 引 理 2.32 知 ，3|zyz, 不 妨 
i3[z. Bu Cr, y)=1, NI GS, y, 2-1, BIST, 31y, 
qdWAz-23'u, 372 HPAES. PRULCO WI BCSN 

(Gr y) -zryety')s —3"2j. 

现在 我 们 来 证 明 

(Quy, s -ry +y?)= 3. 
可 从 下 面 三 种 情况 来 考虑 。 

G) gz+y jz = ey ty RA HERBA. WRT, 
#xr+y=0(modp), x? — zy y*zo0(modp), 34, PARA. M 
z? = ry +y’ =(xz+y)’-— 3rxy=0(modP), 

得 zy=0(modp), {Hr= -y(modp), FÆR piz, ply, 3x 5S 
G, Q5 VFJR. warty -ay ty RAB ERAR. 
(Gi) z4yz0(mod3), x? -— zy y^z0(mod3), SESE E, H 
31z， 推 出 31z? +y’, FÆ 
x*-y*-(r-y)5-3ry(r4 y)50(mod3), dH 
C. y)*z0(mod2), BipIz y-0(mod3), AWA 
z*-zyagy*-(rty)!-3xys0mdo3), 
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(iii) x? — xy 4 g? 3c:0(mod3?), 

TAA, MAr- zry +y’ =0C(mod3?), HGA, 3ry=0 
(mod3:)， 于 是 有 xy 三 0C(mod3)， 这 表明 3|z 或 31y， 而 由 3|z, 则 
4n3|z, 3]y, 3X 5G = 1 矛盾 。 

HOD, Gi), Gin ie 

(ry, 2 —zyty')-73, 
TdEHAz--aB, (e, B) «1, WAITE, 348, WAR 
z4y-357!a5, 
x? -xry +y?’ =3ß8?, 
这 说 明 方 程 组 (2) 有 人 解 。 
EI, EDAR, PTER M. 
5582.34 当 n 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 注 ， 不 定 方程 
z? +3y? =n, (m,y)51, v0, Y 0l fS T — x RI 
余 方 程 
z? +3 =0(modn) 
的 解数 的 一 半 。 
证 明 z+ 3y?=+n 的 解 的 集合 记 为 
N(x, y) = (z,y|a? +3y =n, (£, y) 21,2720, y>0}。 
x4 
N(2,,2)1) 2 (z,, 2z,|2* - 3e0(modn), 
Z, = —2z,(modn), n2,—0, n>21>0}。 
将 NCzo，zi) 简 记 为 NOz)， 其 中 z 表 示 zo 或 zi。 

fFERÉIÓ, r=zy(modn), z,y€ N(z,y), 2€ NC, FEO 
是 NCz，2!) 到 NGCz) 上 的 一 一 对 应 ， 则 命题 得 证 。 为 此 ， 分 下 面 三 
种 情况 讨论 之 。 

CG) vz,UC NGz,y), r+ + 3y! 2n, PEL = -3y' (mods), 
Hiz-zy(mods), dí A] x? = zy’ (modn), dX dj ejytzm 
- 3y? (modn), 

RAC, y 21, WAU, 10-1, BED, z! - 30(modn), 

53)—JjWj, xz  y(modn), zez'* y(modn), ilb $p 
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z‘) y=z‘*y(modn), (y, n)-1, 
故 有 z 1^ =z% (modm), Wiz: 5^0, zs »0,]9 Az = 
zD, FARE 
(Qu D, za 1)= P, 2,07), KORNE, YAN) PIRE 
B. 
(ii) V20, z,€ NC2), 则 必 有 有 理 Nn, 中 ， 使 得 
2 DP, 0, Zo Po bo 
n di Qin n d, dov n 


其 中 P:s [(DESP 01 = 


-0，|6|<1，0<4< n, i=0,1。 


事实 上 ， 对 任意 实数 &，7>1， FERAM Qn, qi)=1, 


使 得 


|s-2 esas 0«, xl, 


于 是 ， 存 在 19: | 1, 8 
|- 2| = lel 


qın’? 
适当 选取 91 的 符号 ， 且 令 £= 守 ,1= n1, 得 


—Pı 
n tepis ze 
~Pi=Po, d17do, (Pos 40)=1, 0,7 -01s 
9, 
lov n 
HO), (ORR, A 
qzı=pm+ Ov n, 120,1, 
=V n? i, 0«|ril «n, MIS Vbi 
q,2,2r,(moda), i=0,1o 
由 z} +3=0(modn) 


=} <l SV n, [6:1 «1, 


4 d; 


,O0«QuVn, [od <lo 


& r 则 有 
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(3) 
于 是 得 
(4) 


和 

qiz} =r (modn) 
有 

r? +3? =0(modn), i=0, le 
因为 0«ri-3qi <n +3n= 4n, 
故 可 分 下 面 三 种 情况 讨论 之 。 
1* rit34i-h, i=0,1。 
6,—0HBj, r,70, Bx-ri, y=4qi。 
ri, Q4 € N(z, Yy), Hricmz,q,(nodp), 
0,«0Hj, 0,7 -01>>0， 可 取 z= ro，y= go， 
ro zo0qo (modn), 故 也 有 r。， da ENCE, y. 
2° ri*3q) -2n, i=0,1。 
当 r,，q; 同 为 奇数 ， 或 同 为 偶数 ， 则 n 必 为 偶数 ， 与 题 设 矛 盾 。 因 
此 ， 这 种 情形 是 不 可 能 出 现 的 。 

3° ric34!5s3n, i=0, 1, 


上 式 等 号 两 边 同 除 以 ?3， 得 
qie3(2) =n, i20, lə 


Ez HK RE UK 


当 0,7 0H, 0, «0, 7o<0， 令 Z=q， y- -u. 此 时 , 因 7, = 


2zoqgo(moda)， 推 知 ruz, 21g, Cmodn)， 于 是 
rozo 二 一 3qo《(modn)， 进 而 推 得 


q, 2, ( - 2) (modn), 


故 ais -72 ENCE, Y); 40, <0}, -r,0, 4r-4,, ya 


-3 MM, Haez(- 1) modnm, iai, -LENCE y). 


由 1"，2"，3 "得 知 ，4 是 满 射 的 。 
Cii) 对 任意 的 zi， Ui. Tzs y€N(x, y), 且 Qn, Vie 
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(x, Ui). MIET X. RY Ui. 
BO o, z, 0), (z, 0, z DEN), HWE 
zz, Py (modna), z,22, 7? y, (modna), 
这 时 ， 必 有 
GU, 2, D) (2, 0), z,0), H 
z D % =z? (moda), 
Hp, #2, = -z (modn), wA 
z zz, y (modna), z, = —2, y, (modn), 
也 就 有 
1Y: + Xy 70 (modn), 
因为 0<(zlgs try SCE ya yL 
«Git3yi Gi + Yi) n, 
所 以 0<7zliys + XY1 no 
这 与 ” xz1y;+7X2y1 三 0C(modn) 矛 盾 ， 故 
zi) 328 — z, C2? (mods), 
LEDY, 2, 0D) 2 Zaz), 就 有 21'1) x20, 
由 此 可 知 
£,9y,—2,yi(modn), 
再 由 zi+3b =n, 1=1，2， 推 出 
XVn, Vo ni=1，2。 此 时 有 
TY <n, TaY <h, TÆFTY: = Zayl。 
AEC, y221, i=1, 2, HT |2, x,]z,4, FER 
z,-21,, Y1=Y:, KFT ET RY EYF WAERN 
AE G), Gi), Gibnf5nódé——oxIÀg, MNC, y), N(2) 
均 为 有 限 集 ， 从 而 知 NCx，y) 中 元 的 个 数 = NCz) 中 元 的 个 数 。 于 
是 命题 得 证 。“ 证 完 》 
5152.35 设 为 不 被 3 整除 的 正 奇 数 ， 则 同 余 方 程 
z? +3=0(modn) 
与 同 余 方程 


z? 4 320(modn?) 
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的 解数 相等 。 
证 明 分 两 种 情形 证 明 。 
G) 车 n= p 为 大 于 3 的 素数 ， 则 
z? +3=0(modp*), k>0 
的 解数 为 


其 中 (二 ) 为 egender 符 号 。 故 当 " 为 大 于 3 的 素数 时 。 引 理 成 立 。 


Gl 当 n 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 时 ， 可 令 n=pi'ps"…pf!。 著 
同 余 方程 
zi43z0(modp?**i), i-51,2,:*«, 1 
的 解数 为 T,， 则 同 余 方 程 
z? E 3zs0(modn?) 
的 解数 为 
T-T,T,-.Ti, 
Bom, BHRZDE 
z? +3=0(modr) 
Rx uar T, TESA., 
推论” 芳 7 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 时 ， 则 不 定 方程 
十 (x, y)=1 
与 不 定 方 程 
x? + 3y’ =n", (x, y)-1 
的 解数 的 个 数 相等 。 
3[138:.36 ”不定 方程 
z?3g?-2?, (x, y)=1 (5) 
的 一 切 整数 解 都 可 表 为 
zzu?—9uv!, | 
1y23u*v-3v*,(4,0) € 1, 37u, (6) 
lz=u +30, u, v3; — 33 —18. 
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证 明 Ni 记 为 (5) 的 解 集合 ，N;, 记 为 (6) 的 解 集合 ,分 下 面 两 
种 情况 证 明 。 

(i) 对 任意 7,y,zEN,， 易 验证 

(u5 — 9uv?)? + 3(3u?v — 303)* = (u? + 302)3, 
HO, v)21, 37u, u,vXj—3—18. tt HEH 
(u,3v) = 1, (4,u-v)zl, (u,u—v)z1, 
(u+3v), (4—30)2 9| ju -v, uC VER, 
由 (6) 推 出 (x,y)=1，,,N,CNi。 

Gi) 对 于 任意 z,y,zENi， 由 (zy) = 1 推出 z 为 不 被 3 整除 的 
正 奇 数 。 事 实 上 ， 若 3|z， 推 出 31z，31y， 了 矛盾 。 又 若 z 为 偶数 ， 
推 知 z，y 均 为 奇数 。 令 7=2k+1，y=2m+1。 代 入 (5) 中 可 算得 
(5) 式 两 边 一 奇 一 偶 ， 这 是 不 可 能 的 。 故 z 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 。 

所 以 对 于 上 述 的 z 由 推论 知 W? + 3v* = 2 与 z: + 3y* = zs 的 解数 
相等 ， 并 且 满 足 3w，(w,v) = 1，2,2 为 一 奇 一 个 ， 而 且 由 (6) 中 
w? + 3U” =z 的 每 一 满足 条 件 的 +，v 确 定 (5) 的 一 组 解 , 故 如 果 能 证 
明 对 某 一 固定 的 >, 由 xx: + 3v* =z 所 确定 的 两 组 不 同 的 解 (4 ,ul )， 
Q5, V), MBOWE Gi, VD 与 Gy 也 不 一 样 。 故 
NICN,。 

SES. Ui, v 05, v), Hi 
Gi, y) GO, yu. SEXE E, MERR, WE 
(G1, Y1)= (5, Y2), MAT = X,, Vi - Use 
Hi 

BY c MC — 99* us — v*) = wu? + 3v)? — 

— 16u?v? 2uvz? — 16u?v? 

DEI 
u1Uz*— 16410? =UV, Z? — 16u3u3, 
将 上 式 移 项 分 解 ， 得 
(uU, 一 auUa)[2 — 16(U V] +U U UU,  u2v1)] 
= 0o 


* 94 œ 


HAWEA, WAU UV. H 
u? +30? =z, Wi+3V0i=2 
有 1 十 3U1 =U; 二 3U2， 
与 等 式 2/34, 22/3400], 4 
u? +30? 42/3441 =U? +3V? +2 ZU 
Bp i 
(Wt g0)? U ty 3U)’ 
两 边 开平 方 得 
Ut 3 V= t(U +y 322, 
于 是 有 
U= tU, Up XU; 
再 由 (6) 中 ，zl =u, Ui- 9i), 
Z, =U, (Ui ~ 9V3), 
推 知 Ul=WUW,, V1= Vso 这 与 (U1501) 二 (W592) 矛盾 。 
HDs GODMANI = N,。 
3182.37 不 定 方程 
z*!43y*-2325, (7,y)=1 
的 整数 解 可 表 为 
zz 9u*v—9v*, 
y =u? — 9uv?, (u,vU) 1, 3 fu, 
z-u*43v, u, vX— 5$ — B. 
证 明 若 zz + 3y? =32z* 有 解 ， 则 3|z， 将 方程 变形 为 


E 2 £ 
y*+3(3) =z", (v; 3)71 
Hd 522.364 
可 = sutu- 3v, 


y =u? -- 9uv?, (u,v) 21, 3 Tu, 
z=u? + 3v, u, Ug — 3$ — ii. 
再 变形 ， 就 得 所 求 之 解 。 
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5[382.38 不定 方 程 r 
z? = sy +y’ =3z?, (z, y)=1 


的 一 切 整数 解 可 表 为 
T=U + QW — guv? — 9v? , 
iy-2u*—18uv*, (7) 
2-u* +30, | 
或 


( 77 w^ + 94v - 9uv* ~ 9v*, 
1y- =u? + Quo + 9uv? — 9v?, (85 
Z=? jv, 
其 中 (2) -1, 34u, uo). 
WEB] 易 验证 (7)，(3 ?为 不 定 方程 
z!-zycy'z32^5, (9, UI=1 
的 解 。 分 下 面 两 种 情形 评论 。 
CG) 当 2|zy 时 ， 不 妨 假 定 31y， 则 承 不 定 方程 可 改写 为 


(7$) eO) es. 
HG, psl, Hm (2L. )-1, THUS. aT 
r- Z= guv- got, U 


$ =u? guit, (U0)=1, 34u 


2-u!-3v', u, vý—ý— i. 
HIRET, y, RUEDRCOBMIES. 
Gi) M[zyM, lety, 2]z-y, TOREUIEWIBUS 
" | 

C$) + -3 
Bos 9)=1, 知 (3 下 =1, 于 是 


由 引 理 2.37， 得 
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(5 *U gutu gus, 


1 


T-Y =u? 9uv?, (u,v)-1, 3 fu, 


([z-u!-c3v?, u, vý — 3$ —ÁR. 
由 此 ， 解 出 z，y， 可 写成 (8) 的 形式 。 


定理 ”不定 方程 
| TY +2 =0, TYy2E0 (9) 
无 整数 解 。 
证 明 不 妨 设 (z，y，z) =1， 由 引 理 2.33 知 ，(9) 可 改写 为 
z?.y*-c-3?'2? 20, (x, Y, 2)-]1, (10) 
其 中 syzi0, 342, 8[9, 8421, n20,— 
对 n 应 用 数学 归纳 法 。 


当 n= 0 时 ， 显 然 定理 真 。 
若 2- 1 真 ， 下 证 对 ” 亦 真 。 如 若 不 然 ， 即 (10) 有 整数 解 ,由 引 
332.335, FERA, B, 44r, yi E 
T+Y=3" ia, (a, B)=1, nz1, aD 
x? -xy +y’ =38?, 340, B, 
那么 ， 由 引 理 2.38 中 的 (7) 代 入 上 式 ， 得 
T+ y= 3u? + 9u?v — 27uv? — 90? 2 3?*7! a5, 
u?-3u'v—-9uo?—30? 23?"7*g?, (nz15, 
由 3 u^ EA UGXUIESDRBOREER DR DUE, FUR. 
而 引 理 2.38 中 的 (8) 代 入 (11) 可 得 
2u(u +u)(u-v)=3 m D g*, 
Boa, = 1， 34 u,u,v3 —8 — 18, Ti n2v, uU, wv 两 两 互 
索 ， 则 其 中 必 有 一 个 能 被 3， ”整除 ， 于 是 可 令 4= a1Bir1, H 
Q1，B1，r1 两 两 互 素 ， 则 可 得 
G) 3D |20, PAR =3 Uri, WwW+U=Qi， 
uv=B?， 三 式 消去 vo， 得 
a? + (=B)? r-3?071s(-r,5)? 50, 412) 
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(i) #3307 D u-v, Blitu-v-3*U7Ur, u+v=ai, 
2v-Bi, HKU, v, $8 
a? += B1)? +3 TOC r) 20. a3) 
(ii) €3*07D [ue v, Aüitucv23* C7 Ur, 
u—-vu-f, 20-a?, ğEu, v, fü 
abtBir3*t 0s(-rn)20 (14) 
上 面 式 (12)，(13)，(14) 均 与 归纳 假设 矛盾 ， 故 对 任意 非 负 
整数 4a，(10) 无 整数 解 ， 从 而 (9) 无 整数 解 。《〈 证 完 ) 


(qu) 从 勒 让 德 到 库 姆 尔 


1。 关 于 n= 5 和 n=7， 分 加 整数 


勒 让 德 (Legendre，Adrien- Marie, 1752—1833) 和 狄 利克 
雷 于 1825 年 对 于 第 二 个 闸 素数 5 的 情形 证 明了 费 尔 马 大 定理 ,所 用 
的 方法 本 质 上 是 欧 拉 证 明 * = 3 情形 所 用 方法 的 推广 。 前 面 我 们 已 
经 谈 过 与 欧 拉 关键 的 等 式 p+ 9/ -3= (a+bw 一 3)* 相 应 的 等 式 
在 这 里 是 p+qv5 = (at+ bw 5)5。 为 了 证 上 明 

P+4w 5 =5 次 宕 

不 仅 要 假定 p* -~ 59 "是 一 个 五 次 宪 且 p 与 4 互 素 ， 而 且 还 要 假定 p 与 
4 是 一 奇 一 偶 ， 且 4 被 5 整除 。 这 就 比 在 证 明 n = 3 的 情形 要 复 杂 得 
多 。 狄 利克 雷 证 明 这 一 事实 是 基于 对 于 形 如 2 ~ 5y* 的 数 进行 研 
究 的 结果 。 他 的 证 明 是 仿照 欧 拉 关于 对 形 如 z* + 3y?* 的 数 研究 等 
工作 以 及 拉 格 朗 日 和 高 斯 的 工作 进行 的 。 

1839 年 ， 拉 梅 《Grabriel Lame，1795 一 1870) 对 于 第 三 个 奇 
索 数 7 证 明了 费 尔 马 大 定理 。 但 所 用 的 证 明 方法 十 分 繁 难 、 宛 长 且 
与 7 的 个 性 紧密 联系 在 一 起 ， 从 这 个 证 明 中 丝 训 窥视 不 出 证 明 " 等 
于 其 他 情形 的 任何 距 光 。 研 究 费 尔 马 问题 必须 创造 新 的 方法 ， 才 
能 取得 突破 性 的 进展 。 

1847 年 ， 拉 梅 为 了 证 明 一 般 的 费 尔 马 大 定理 ， 他 引进 了 1 的 n 
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次 复 根 ， 即 a* = 1， 其 中 为 复数 ， 但 对 于 任何 小 于 的 正 整数 A， 
G*x1, 
El, a, at, ,0" ! 是 方程 2* - 1- 0 的 根 ， 所 以 根据 代数 
基本 定理 有 

2"—1=(2-1)(2-a)(2-a).(2~ 0" )。 


令 z= 六 ， 然 后 方程 两 边 同 乘 以 y。 耻 为 只 要 考虑 ?为 奇数 的 情形 就 
BT, KA 


z*.pgt-(Ge)gre-cy)eQG-at!y). 
因此 ， 我 们 知道 z" ev EATEN 

a taat 6G, ctn! 
BE, Hope, 201,,2, BER. SUBGROUP Cm CA 
贺 整 数 。 分 圆 整 数 也 与 数 c+ bo - 3 一 样 构成 一 个 数 环 。 特 别 , 当 
a1=02=…=4,-1=0 时 ， 这 时 分 圆 整数 就 是 普通 的 整数 了 。 因 此 
分 圆 整 数 的 集合 包含 了 普通 整数 的 集合 。 这 样 一 来 ,把 原来 考虑 不 
定 方程 解 的 问题 从 一 个 小 范围 扩展 到 一 个 大 范围 ， 这 就 可 能 为 寻 
找 解 带 来 更 大 的 周旋 余地 。 

正 由 于 分 贺 整 数 是 一 个 数 环 ， 因 此 拉 梅 把 整数 的 一 些 性质 就 
类 比 到 分 圆 整 数 上 来 。 他 提出 如 下 断言 ， 互 素 的 分 圆 整 数 的 乘积 
是 一 个 n 次 客 ， 只 当 每 个 分 圆 整 数 是 一 个 n VOCE UB dx ins. 
拉 梅 推出 不 定 方程 z”" + y" = 2" 不 可 解 。 而 上 述 的 断言 是 基于 分 圆 
整数 因子 分 解 的 唯一 性 ， 然 而 在 分 圆 整 数 的 集合 中 ， 因 子 分 解 的 
唯一 性 并 不 成 立 。 这 就 导致 拉 梅 的 证 明 是 错误 的 。 他 的 错误 也 正 
如 欧 拉 的 错误 是 一 样 的 ， 把 普遍 整数 因子 分 解 唯一 性 定理 类 比 到 
DARRER. 

1844 年 ， 库 姆 尔 (Ernst Eduard Kummer, WEA, 1810— 
1893) 证 明了 分 圆 整 数 唯 一 因子 分 解 定理 通常 并 不 成 立 。 当 他 继 
续 研 究 分 圆 整数 时 ， 想 了 一 种 办 法 ， 可 以 把 唯一 分 解 这 一 概念 加 
以 变更 ， 使 得 变更 后 ， 可 以 用 来 证 明 分 圆 整数 的 更 有 用 的 性 质 。 
库 姆 尔 在 分 圆 整 数 中 引入 了 一 个 新 概念 一 一 理想 素 因 子 。 正 由 于 
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XX BER ELS] A, WAER AR Ra +b —3 3C ,就 可 以 由 叭 
一 因子 分 解 推 出 其 最 重要 的 性 质 ， 从 而 使 费 尔 马 大 定理 的 研究 取 
得 了 前 所 未 有 的 最 大 进展 。 为 了 较 深 入 地 了 解 库 姆 尔 所 取得 的 结 
时 ， 下 面 我 们 先 简单 介绍 一 下 有 关 代 数 数论 的 知识 。 


2。 代 数 数 论 基 本 知识 


欧 拉 在 证 明 费 尔 马 大 定理 ?= 3 的 情形 ,引进 了 形 如 a + 6b 一 3 
的 数 ， 其 中 o，2 为 整数 。 这 个 数 记 组 成 的 集合 显然 包含 普遍 整数 
集合 ， 它 有 许多 性 质 与 整数 集合 相 类 似 。 因 此 ， 使 我 们 联想 到 ， 
车 6?，2 为 整数 ,那么 复数 a+ bi 所 组 成 的 集合 是 否 也 具有 与 普遍 整 
数 〈 为 了 区 别 以 后 记 说 的 其 他 整数 ， 称 普遍 整数 为 有 理 整 数 ) 集 
合 相 同 的 性 质 呢 ? 下 面 我 们 就 来 研究 这 一 问题 。 

设 z 表 示 全 体 整数 所 组 成 的 集合 ， 若 4，6Ez, 那 么 复数 a+bi 
叫做 复 整 数 ， 由 复 整数 全 体 所 组 成 的 集合 记 为 

2z(i)={a+bila, bEz}, 
特别 ， 当 2 = 0 时 ，z(i) = z。 

i, XMacbicz(i), c«dicz(i), WE 
a+bi+c+di=(a+c¢c)+(b+d)i Caz(i), 
acrbi-(ccdi) «(a-c) * (b-d)i Ezi), 

(a * bi) (c di) « (ac — bd) + (ad + bc)ic z(i), 

设 Q@= {gale 为 有 理 数 }。 若 tz*，BE Q, 则 称 复数 a + Bi 为 有 理 

数 复数 。 由 有 理 数 复数 的 全 体 组 成 的 集合 记 为 
Q(i) z (a *Bi|e, BEQ}, 
BA, QG) Dzei), QG) 29. 

对 于 复数 的 加 法 和 乘法 ，Q8(i) 组 成 一 个 数 域 ， 通 常 叫 QC 
是 i 添加 到 8 上 的 代数 数 域 。 

现在 我 们 要 问 在 8 (i) 中 的 复 整数 是 否 具有 有 理 整 数 的 一 些 类 
似 性 质 呢 ?为 此 ， 我 们 先 定义 8( 让 中 的 复 整数 的 有 关 概 念 。 

设 4，B0， 且 A，BEZ(i)， 如 果 存 在 CEZ(i), 使 

A=BC, 
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虽 称 8 整除 A4，， 记 为 Bj4， 否 则 ， 称 B 不 整除 A， 记 为 BA。 
ERRA, RIRA l ti, 这 四 个 数 叫做 @(i 的 单 
位 数 。 
若 A-acbic€z()D, AWA ÁA-a-bi, WI NC) = 
A4=a?+ 妈 叫做 A 的 范 数 。 显 然 有 
0, A=0, 
N(A)= |1, ARÄ fu, 
la? 611, 其 他 。 
设 为 0(i) 的 单位 数 ，4A4，BEZ(i), 如 果 满 足 方程 4= Be, 
则 称 A 与 B 相 结合 。 例 如 3—-i- —i(143)0, BEES -i 和 1+3i 是 
相 结合 的 。 
设 N(4)>1， 对 任何 分 解 式 
A- BC, 
若 有 N(B) = 1 或 NCC) =1， 则 称 4 是 Q(i) 的 素数 ， 记 为 x 。 可 证 
明 
定理 2.41 Q( 让 中 的 素数 是 1+ i 和 和 它 的 相 结 合 数 ， 有 理 案 数 
q(q 三 3(mod4)) 和 它 的 相 结 合 数 , ,有 理 素数 p(p 三 1(m0d4)) 的 因 
ža + bi, 
类 似 有 理 整 数 ， 可 证 明 复 整数 唯一 分 解 定理 ， 即 有 
定理 2,.42 WN(A) S 1,A S Xm m TIX (nzi,mzml), 
Wpün-m, EXExSEGECN UEFA NA SNC, 
现在 我 们 用 上 面 所 介绍 的 代数 数论 的 基本 性 质 ， 求 出 在 第 一 
章 ( 二 ) 中 所 说 的 不 定 方程 的 全 部 正 整数 解 ， 即 求 不 定 方程 
r?4g'!zz?, x0, Y>0, 220, (z, Y)=1,2|z(1) 


的 整数 解 。 
为 了 求 (1)》 的 解 ， 我 们 把 方程 变形 为 
(x4 yi)(r-yi) = (2) 


设 z+4Ui，z~- 区 的 最 大 公 因 数 为 d， 则 d|2z, dj2yi, 因为 
24z, (X, yy 1， 故 d = 1。 册 定理 2.42 和 (2)， 得 
r+tyi= (c+di)’, (3) 
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或 
zryizi(—-a-cbi)*, (45 ， 
而 2+y， 故 (3) 为 不 可 能 。 由 (4) 得 
zc yi-2ab4 (a? — b*)i, 
所 以 r-2ab, y=a?- b}, 
再 由 (1) z=a° +b, AiBa 00, a, b 为 一 奇 一 偶 ， 且 满 
Elua, 5) = 1I 的 任意 整数 。 这 正 是 我 们 在 第 一 章 (二 ) 中 所 得 的 结 
果 。 由 此 看 来 ， 利 用 代数 数论 的 知识 很 容易 把 方程 (1) HERH 
来 了 。 代 数 数论 可 以 用 来 解决 某 些 不 定 方程 问题 。 
下 面 ， 我 们 把 数 域 O( 让 的 概念 一 般 化 。 我 们 知道 ， 在 8(i) 
中 任 一 数 a =a + bi EAZ Re ~ 2ar+a?+b:, 当 a Ez(i) 有 时 ,， a 
适合 一 个 首 项 系数 为 1 的 整 系数 的 二 次 多 项 式 。 一 般 地 ， 设 n>0， 
如 果 复 数 9 是 一 个 系数 为 有 理 数 的 n 次 (有 理 数 域 上 ) 不 可 约 多 项 式 
的 根 ， 则 称 9 为 # 次 代数 数 。 如 果 6 为 一 个 首 项 系数 为 1， 其 余 系数 
为 有 理 整数 的 "次 不 可 约 多 项 式 的 根 ， 则 称 6 为 次 代数 整数 。 
现在 介绍 一 般 代数 数 域 的 基本 概念 和 基本 性 质 。 
设 0 是 一 个 "次 代数 整数 ，@8 是 有 理 数 域 ，Q(6) 表 示 6 添 加 到 Q 
上 得 到 的 w 次 代数 数 域 。 任 一 数 a € 8(9)， 均 可 写 为 
a=a0 tot ta 1, a,€Q, i=0, 1, , n-1, 
记 6= 61 ，， 并 设 0*，，…，0‘" 为 9 所 适合 的 不 可 约 多 项 式 的 其 
他 2 - 148. 
d a =g, Ra -0, 0,000 4. £a, ,0407! 
(K-2, 8, «e, n)xeRU3ESUN, LER 
N(a)2a(0...gt? 
为 (的 范 数 。 
设 a 是 846) 中 的 一 个 代数 整数 ， 如 果 e-! 也 是 代数 整数 , 则 称 
a 为 9090) 的 单位 元 。 | 
对 于 非 单 位 元 的 整数 2 0E€ 8C0)， 如 有 QC9) 中 的 代数 整数 
8，?， 且 均 非 单位 元 ， 使 = 8>， 则 称 e 在 2(6) 中 可 分 解 ， 否则， 
称 “ 是 (6? 中 的 素数 或 不 可 分 数 。 
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对 于 @(6) 中 任 一 非 单位 元 的 整数 可 分 解 为 素数 的 乘积 。 但 
是 ， 在 许多 代数 数 域 中 素 因数 的 唯一 分 解 性 不 成 立 。 
设 c:，…，%o 为 @(6) 内 任意 4 个 代数 整数 ， 称 所 有 形 如 
pO, to BN is nn, nm 为 @(6) 中 的 整数 ) 的 代数 整 
数组 成 的 集 由 41，…，as 生 成 的 理想 数 ， 记 为 [41，…，94sJ。 设 
Az-[a;, e, a], B=D; -, BJ, EX 
AB-[a,fi, -, G1B,, ts Bis n, 08,1, 车 一 理 
想 数 除了 单位 理想 数 [1J 和 本 身 以 外 无 其 他 因子 ， 则 称 为 素 理想 
数 。 只 由 一 个 代数 整数 w 生 成 的 理想 数 [ce] 称 为 主 理想 数 。 
定理 2.43 ” 任 一 不 同 于 单位 理想 数 [1J 和 1L0] 的 理想 数 4， 可 
以 分 解 为 素 理想 数 的 乘积 ， 且 如 果 不 计 其 排列 的 次 序 时 分 解法 唯 
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设 <，8 是 (6) 中 的 代数 整数 ， 若 41[e 一 8]， 则 称 c 和 8 对 模 
4 同 余 ， 记 为 4 三 BC(modA)。 根 据 这 一 同 余 关 系 可 以 将 域 009) 中 
的 全 体 代数 整数 模 4 进 行 分 类 ， 其 类 数 是 有 限 的 ， 记 为 NC(4) ,该 
数 叫 做 理想 数 4 的 范 数 。 
Wt A，B 是 8(6) 上 的 理想 数 ,如 果 有 QC9) 上 的 主 理想 数 [a] 
TLB di 
[e1A 2 [8155 
成 立 ， 称 4 与 有 属于 同一 理想 类 ， 以 4 一 B 记 之 。 由 此 ， 可 将 (6) 
UA. 
定理 2,44 对 Q(9) 上 任 一 理想 数 A4， 总 有 
A' z [B], 
ARS 3O(D m  — A IORCRORE 


设 7=e 六 ， 则 7、 人 P，…， 信 ~! 是 有 理 数 域 9 上 不 可 约 多 项 
4 | 


F(X)= x1 tg eel 


的 全 部 根 。 显 然 有 
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»—1 
F(z) = [[iz-*15. 


k-1 
ROM) = QI =… = GO 1) 明 上 次 数 为 -1 的 分 图 域 。 
定理 2.45 设 Z=1-?， 则 有 QI) 中 理想 数 
[p] = [zt 
HANC) =p，z 为 素数 。 
设 QCD) 的 类 数 为 h, 如 果 p 二 hn， 则 p 济 做 正则 素数 ， 如 果 p/h， 
则 p 叫 非 正则 素数 。 


3 关于 正则 案 数 


1847 年 ， 库 姆 尔 得 到 费 尔 马 大 定理 成 立 的 充分 条 件 ， 即 
定理 2.46 ”对 于 正则 素数 7p， 
r? +y =a 

没有 使 zyzs 0 的 整数 解 。 

在 小 于 100 的 素数 中 ， 除 了 37，59，67 外 其 余 都 是 正则 素数 ， 
这 就 是 说 ， 对 于 小 于 100 的 素数 ， 除 了 37, 59, 67 JUS Gd 
理 均 成 立 。 

如 何 判 定 一 个 素数 为 正则 的 昵 ? 有 如 下 方法 。 由 下 式 


—-1)7! Bmt?" 
t =1-++ Xf 1) mt 


ei-1 Fap (2m)] 
定义 欠 努 力 数 了 BCm -1, 2， e)a 
经 计算 知 
B, ZI B, =-Ł, B, 42" 4 3o 
5 691 7 
= -一 B z= 一 一 一 -一 B 三 -一 
B. 66° ?*  2730' 7 p’ 
-3617 p _ 43867 p 174611 
5 gjo? ? 798 ^ 19 330 " 
等 等 。 


定理 2.47 Bp>3, 如 果 坷 素 数 p 不 整除 前 Cp ~ 3) 个 贝 努 
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力 数 的 每 一 个 的 分 子 ， 则 p 是 正则 素数 。 

通过 上 面 的 定理 我 们 就 可 判定 一 个 奇 素数 是 否 为 正则 素数 。 

100 以 内 的 非 正则 数 只 有 3 个 ， 在 3 过 p 生 4001 的 素数 p 中 ， 有 
334 个 正则 素数 ，216 个 非 正则 素数 。 

通过 直 党 和 数值 计算 来 看 ， 可 猜想 存在 无 穷 多 个 正则 素数 。 
但 此 断言 ， 至 今 未 获得 证 明 我 们 知道 ， 素 数 分 为 正则 素数 与 非 正 
则 素数 ， 经 计算 表明 60% 的 素数 是 正则 的 ， 因 此 有 理由 相信 在 素 
数 集合 中 多 数 是 正则 素数 ， 少 数 是 非 正 则 素数 。 但 被 认为 较 大 的 
子 集 却 不 能 证 明 有 无 穷 多 元 素 ， 而 对 其 余 集 倒 证 明了 有 无 限 多 个 
形 如 4&+3 的 非 正 则 素数 。 


4。 其 它 一 些 结果 


1857 年 ， 库 姆 尔 对 于 100 以 内 的 三 个 非 正 则 素数 37，59,67， 
给 出 了 证 明 ， 但 存在 一 些 缺 点 。1892 年 米 里 曼 诺 夫 Dimitry 
Mirimanoff, 1861—1945) W Fn = 37 时 给 出 费 尔 大 定理 一 个 严 
格 的 证 明 。 

对 于 费 尔 马 问题 

2 十 2 一 2, , 
如 果 加 上 条 件 《xyz，p) =1， 叫 做 费 尔 马 大 定理 的 第 一 种 情形 ， 
如 果 加 上 条 件 (zyz，p) =pP， 吊 做 费 尔 马 大 定理 第 二 种 情形 。 
在 QC(9) 的 代数 整数 环 中 考虑 费 尔 马 问 题 第 一 种 情形 为 


a?r+B?+y?=0, (aBy, p)=1 (5) 
在 8(6) 中 没有 整数 解 。 第 二 种 情形 等 价 变形 为 

a? +B? =e”, (aBy, p)=1 (6) 
(其 中 为 自然 数 ，e 为 8C0) 的 单位 元 ，4=1~9) 在 Q(0) 中 没有 整 


数 解 。 

WOO) 的 类 数 为 p，1847 年 库 姆 尔 得 到 

定理 2.48 如果 (ipR，p) =1，(5) 与 (6) 均 没有 解 。 

. 库 姆 尔 的 理想 素数 以 及 与 它 相 关 的 某 些 数 类 现在 都 叫做 理想 
数 。 当 前 理想 数论 已 发 展 成 为 数学 中 一 个 专门 分 支 。 库 姆 尔 引 入 理 
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想 素数 这 一 概念 不 仅 对 于 研究 费 尔 马 大 定理 具有 重要 作用 ， 而 且 
由 此 发 展 出 理想 数论 这 样 一 门 新 的 数学 学 科 。 这 一 事实 充分 说 明 、 
了 在 解决 数学 难题 的 过 程 中 ， 通 过 理论 思维 的 能 动作 用 ， 可 以 产 
生 新 的 数学 思想 ， 从 而 丰富 和 发 展 数学 理论 。 

” 库 姆 尔 是 怎样 引进 理想 素数 的 概念 呢 ? 他 是 在 继承 前 人 研究 
成 果 的 基础 上 ， 充 分 发 挥 他 的 科学 想象 力 开拓 出 来 的 。 欧 拉 基 于 
唯一 因子 分 解 定理 ， 在 形 如 c + bw 二 3 的 集合 中 ,证 明了 费 尔 马 大 
定理 ”= 3 的 情形 。 尽 管 这 一 结果 是 对 的 ,但 证 明 的 方法 是 错误 的 。 
拉 梅 基于 维 一 因子 分 解 定理 在 分 加 整数 集合 中 证 明了 费 尔 马 大 定 
理 ， 这 一 证 明 方法 和 在 分 圆 整 数 集合 因子 分 解 准 一 的 结果 都 是 错 
误 的 。 错 误 是 成 切 的 先导 ， 从 错误 中 何人 得 到 启示 。 无 论 是 欧 拉 
的 证 明 ， 还 是 拉 梅 的 证 明 ， 都 说明 叭 一 因子 分 解 定理 对 于 泛 明 费 
尔 马 大 定理 是 多 么 重要 ， 只 要 哮 一 ， 就 可 指导 出 费 尔 马 大 定 法 成 
立 。 因 此 ， 就 使 人 们 想到 ,在 什么 情 沉 下 才能 使 因子 分 解 唯一 呢 ? 
这 就 需要 把 原来 所 考虑 问题 的 范 匡 缩小 ， 从 曾 引 导出 理想 素数 的 
概念 来 ， 创 造 出 理想 数论 的 方 湛 ， 新 学 科 的 诞生 是 置 根 于 已 有 问 
题 研究 的 土壤 之 中 。 只 有 继承 ,才能 开拓 ,一 个 有 作为 的 科学 开创 
者 ， 必 须 了 解 所 研究 问题 的 来 龙 去 脉 ,要 掌握 前 人 已 取得 的 成 果 ， 
即使 是 错误 的 ， 也 同样 具有 启发 性 ,然后 发 挥 高 度 的 科学 想象 力 ， 
这 样 才 有 可 能 创立 科学 新 成 果 ， 开 有 辟 科 学 新 领域 ， 从 而 推动 科学 
的 发 展 。 


(E) 费 尔 马 大 定理 研究 的 一 些 新 成 果 


1。 考 虑 结论 反面 的 必要 条 件 

我 们 也 可 以 从 费 尔 马 大 定理 相反 的 结论 考虑 问题 ,也 就 是 说 ， 
如 果 不 定 方程 有 正 整 数 解 ， 看 能 推出 什么 结论 ， 由 此 可 判断 方程 
没有 正 整 数 解 的 范围 。 

1905 年 ， 米 里 曼 诺 夫 得 到 如 下 结果 
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定理 2,51 在 第 一 种 情形 ， 如 果 
z? +y’ = 
具有 zyz 志 0 的 整数 解 ， 则 对 于 所 有 的 -t=2/y, V/v, V/z,2/V, 
z/z, m/z, di 
Bomfp-2m(t)=0 (modp), 
m=1, 2, =, (-3)/2, 
$—1 
其 中 BB 为 第 m 个 员 努 力 数 ，fn(t) = 之 mib。 这 叫做 库 姆 尔 判 
据 。 
将 如 下 形式 整理 变形 ， 于 1909 年 ,外 斐 力 什 (A. Wieferich) 
证 明 
定理 2.52 在 第 一 种 情形 ， 如 果 
ty 
具有 zyz 志 0 的 整数 解 ， 则 
(2^! -1)/pz0(modp) a) 
但 适合 上 面条 件 的 p 相 当 少 , 当 p<2000 时 ,只 有 一 个 数 1093， 
使 (1) 成 立 ， 当 7 过 3700 时 ， 上 只 有 1093，3511 两 个 数 ， 使 (1) 成 立 ; 
1963 年 ， 确 定 了 当 p<200,183 时 ， 也 只 有 这 两 个 数 ， 使 (1) 成 立 ; 
后 来 确定 了 ， 当 Pp 二 31 ,059,000 时 ， 也 是 只 有 这 两 个 数 ， 使 (1) 
式 成 立 。 . 
上 面 的 定理 被 后 来 的 数学 家 作 了 一 系列 的 推广 ， 例 如 ，1912 
年 ， 富 特 王 格 尔 (Ph: Furtwingler) 得 到 如 下 结论 ， 
定理 2.53 ”第 一 种 情形 ， 如 果 
Pyy 
具有 zyz 志 0 的 整数 解 ， 则 有 
(357! = 1)/p=0(modp), 
19404g, "3E (Ja: B. Rosser) f 8] 
32.54 在 第 一 种 情形 ， 如 果 


z? + y?-zP 
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具有 zyz 声 0 的 整数 解 ， 则 有 
(n?7^! — 1)/p 0(modp), (2) 
对 于 2 万 m43 的 所 有 的 m 均 成 立 。 

1941 年 ， 罗 赛 尔 应 用 这 个 定理 ， 证 明了 当 p<41,000;000 时 ， 
同一 年 ，D. H. Lehmer 和 E: Lehmer 更 进一步 改进 这 一 结果 ,证 
明 当 p<253,749,889 时 ， 费 尔 马 大 定理 第 一 种 情形 成 立 。 

1934 年 ， 日 本 的 森 岛 得 到 

定理 2.55 ”如果 (四 ) 中 (5) 在 CGOD) 中 具有 整数 解 c，8，y》， 
则 C2》 对 于 2<<m 43 中 所 有 的 m 均 成 立 。 


2。 充 分 条 件 


设 p 为 奇 素数 ，? 为 1 的 本 原 p 次 老 根 ，Q(m) 为 在 有 理 数 域 O 上 
添加 11 后 得 的 分 圆 域 ，h 为 G00) 的 类 数 ， 设 8(7) 中 包含 的 实 域 
QOn+ 人 1!1) 的 类 数 为 h。， 则 hs 为 h 的 因子 ，h1 =h/h, 称 为 的 第 一 
因子 ，h, 称 为 h 的 第 二 因子 。 

继 库 姆 尔 之 后 ， 数 学 家 对 费 尔 马 大 定理 的 研究 又 得 到 了 更 广 
泛 的 充分 条 件 。1929 年 ， 美 国 的 得 克 配 斯 大 学 范 迪 威 尔 (H.S. 
Vandiver) 得 到 

定理 2,56 如果 (h,，p) =1 和 贝 努 力 数 BumpCm = 1，2,.…， 
(Pp 一 3)/2) 的 分 子 都 不 能 用 p :整除 ， 则 

T? + YP = z? (3) 
BUR Vz x 0 的 整数 解 。 

1928 一 1936 年 ， 范 迪 威 尔 ， 通 过 计算 证 实 , 对 于 2<p 一 619， 
2 +y = 2 没有 正 整数 解 。 

1944 年 ， 谢 立 费 力 基 (J; Li Selfridge), 尼 可 (C. A; Nicol), 
范 迪 威 尔 ， 证 明 当 2<p<4002 时 ， 则 (3) 没有 正 整数 解 。 

1975 年 ， 约 翰 逊 (W. Johnson) 通 过 电子 计算 机 用 D. H: 
Lehmer,E: Lehmer,H: S: Vandverfj Jr jk , iE SE 342 «p «:30,000 
时 ，z? +y?= z* 没 有 正 整数 解 。1977 年 ， 瓦 格 斯 塔 夫 (Samuel S. 
Wagstaff) 在 大 型 计算 机 的 帮助 下 ， 证 明 当 2<p<125000 时 ， 
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+y = 2 无 正 整 数 解 。 

1929 年 ， 范 迪 威 尔 得 到 

定理 2.57 WR OU, p =1 及 贝 努 力 数 Bmplm =1，2， 
…，(p 一 3)/2) 的 分 子 都 不 能 用 p* 整 除 ， 则 (由) 中 的 (5)、(6) 均 
没有 解 ， 但 在 (6〉 中 g，8，? 限 子 是 QI+ 人 1) 的 整数 , 并且 是 互 
素 的 ， 其 中 4 代 以 (1 -人 (1 -入 二 。 

1934 年 ， 森 岛 得 到 

定理 2.58 如果 (h;。p) =1， 则 (四 ?中 的 (5) 没有 解 ， 但 是 
a, B, vy TRO cr ONR, 


(六 ) 简 评 


通过 如 上 所 述 ， 要 找 一 个 反例 来 否定 费 尔 马 大 定理 不 成 立 ， 
如 果 这 个 反例 存在 的 话 ， 电 子 计算 机 计算 结果 已 经 表明 ， 其 数字 
是 相当 大 的 ， 它 不 但 超过 人 工 计 算 ， 也 大 大 超过 现 有 电子 计算 机 
的 计算 能 力 。 由 此 看 来 ， 费 尔 马 大 定理 是 成 立 的 。 但 是 从 数学 的 
角度 来 看 ， 能 用 电子 计算 机 验证 的 数字 再 大 ， 也 不 能 断定 费 尔 马 
大 定理 是 正确 的 ， 只 能 增强 对 费 尔 马 大 定理 相信 的 程度 ， 要 承认 
像 费 尔 马 大 定理 这 样 与 自然 数 有 关 的 一 个 数学 命题 是 成 立 的 ， 还 
必须 从 数学 上 给 予 严 格 的 证 明 。 
在 历史 上 ， 人 们 从 不 同 的 角度 去 探索 费 尔 马 大 定理 的 证 明 。 
费 尔 马 、 欧 拉 用 初等 数论 的 方法 解决 了 n=3，4 的 情形 。 一 般 说 
来 ， 用 初等 方法 往往 只 能 解决 费 尔 马 大 定理 的 第 一 种 情形 。 例 如 
用 初等 方法 ， 可 得 如 下 三 个 定理 。 . 
定理 2.61 如 果 存 在 一 个 奇 素数 9， 使 得 同 余 式 
t? + y? + zPz:0(modq) 
RualzuzH WORT, V, z, HIERE KAK se p( modo), 
y 
ze +y += 0, (x, y)- v, 2)-(U, 2)=1 (1) 
没有 《zyz，p) = 1 的 整数 解 。 
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定理 2.62 设 9 = 28p +1 是 素数 ， 如 果 q D2h, Koh 
( (G2) 1 
p.100 1 6 
1 (25 UU lna 2 ) "ái 1 ) 
Hp''10nodq), WHO) X 
(x92 ,p) = ABT EC RE 

定理 2.63 WpA— A AED, M 

i) 2p + 1 是 一 个 素数 ， 或 

ii) 4D+1 是 一 个 素数 时 ， 

费 尔 马 大 定理 第 一 种 情形 成 立 。 

由 定理 2.62， 还 可 证 明 当 8p--1, 10p41, 14p1, 16p+1 
之 一 为 素数 时 ， 费 尔 马 大 定理 第 一 种 情形 成 立 。 

使 费 尔 马 大 定理 的 研究 进展 速度 快 ， 取 得 的 成 果 显 著 ， 是 由 
于 创造 了 新 方法 。 二 百年 来 ， 人 们 对 费 尔 马 大 定理 只 证 明了 前 三 
个 奇 素数 成 立 ， 由 于 库 姆 尔 创 造 了 理想 数论 的 方法 ， 一 下 子 使 费 
尔 马 大 定理 成 立 的 奇 素数 扩大 到 100 之 内 。 从 反面 考虑 费 尔 马 大 定 
理 成 立 ， 可 能 存在 无 限 多 个 整数 解 ， 可 是 法 尔 廷 斯 ， 利 用 代数 几 
何 的 方法 证 明了 莫 德 尔 猜想 ， 由 莫 德 尔 猜想 推 知 只 能 存在 有 限 多 
个 整数 解 。 这 种 从 无 限 一 下 子 推进 到 有 限 ， 也 是 由 于 采用 了 现代 
的 数学 理论 和 方法 。 

在 历史 上 ， 人 们 探求 费 尔 马 大 定理 的 两 次 重大 突破 ， 都 不 是 
局 限 在 初等 数论 范围 以 内 ， 而 是 另 腑 跃 径 ， 开 创 和 利用 代数 数论 
和 代数 几何 的 方法 。 

费 尔 马 大 定理 ， 由 于 问题 简单 ， 易 于 理解 ， 再 加 上 科学 机 构 
的 宣传 ， 因 此 ， 在 过 去 一 百年 来 ， 费 尔 马 大 定理 成 为 业余 数学 爱 
好 者 的 最 喜爱 的 题目 之 一 .布鲁塞尔 和 巴黎 科学 院 曾 设 奖金 数 次 。 
最 后 一 次 设 兹 悬赏 是 1908 年 ， 数 学 家 佛 尔 夫 斯 克 尔 (FE. Paul 
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Wolfsuehl ) 在 格 廷 根 皇家 科学 会 以 悬赏 十 万 马克 的 巨 款 ， 赠 给 第 
一 个 证 明 这 个 定理 的 人 。 由 于 这 几 次 悬赏 使 许多 人 都 卷 入 证 明 费 
尔 马 大 定理 的 行列 里 来 。 当 时 ,证 明 费 尔 马 大 定理 的 稿件 , 像 雪 片 
一 样 飞 来 ， 但 其 证 明 都 是 错误 的 。 至 今 仍然 许多 人 去 探索 费 尔 马 
大 定理 的 证 明 , 并 有 不 少 人 坚信 能 用 初等 方法 证 明 费 尔 马 大 定理 ， 
例如 有 人 ， 通过 如 下 九 个 引 理 完成 对 这 个 定理 的 证 明 。 
引 理 2.61 了 为 奇 素数 ，m 为 大 于 1 的 整数 ， 当 (m-1, p= 

1 时 ， 则 

m?-1-(m-1)n?! +m”? +e +m+1) 

=(m-1)(2pB; +1); 

Mn -1, p -pHj, M 

m^*—-i12((m-1)]m?^ ! +m? +m+1) 

= (Qn -— 1)pOpB, +1). 
设 4 为 奇 素数 ,412pBi +1 或 412pBs+1, 则 q 为 Pb5+1 之 形状 , 且 


m? =1(modqą) 
为 最 小 解 。 
引 理 2.62 DO AX, P'-1ufüznp + 1 型 的 素 因 子 ， 其 中 


p 4n, 

8|382.63 p? 二 1(modq)，4q = 2np +1，p，4 均 为 奇 素数 (以 
下 均 假 定 ?，4 为 奇 素数 ) p+n， 对 任意 整数 K， 则 K? 丰 pCmodg)。 

引 理 2.64 p°’=1(modą4), q=2np+1, Hp{n, #Æ 
m’=1(modq), Wüm-p'(modg), #Pd>0, 

5132.65 p^1(modg)XA RM, q-2np«1,p Tm, HA, 
— EAK, K'-1(modo)X ii Mg. 

3]382.66 p^s1(modq), q- 2np & 1,p 7 n,K?*? 1 (modg) 
为 最 小 解 ， 则 

到 "2 三 一 (moda) 

亦 为 最 小 解 ， 对 于 i，(1,q) =1， 则 存在 5，， 使 二 Ksp(modq)。 

引 理 2.67 pp? 二 1(modg), q=2np+ 1,p1n,K’"*?=(modg) 
为 最 小 解 ， 则 存在 di ，d: ， 使 
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K*— ~p” (modą), K*'zp^(modq), HXHEŠ l, (d. 
a)=1, “njoi, $iféfg— m, fi l= +p"(moda), WET 
在 一 个 m!， 使 {二 tp"(modg), 

引 理 2.68 p^-1(modq),q-2np 41, p4n,K**^z:1(mcdq) 
为 最 小 解 ， M 1B, Pnt b, WEE, d, {E Ko^— p'Ke(moda), 
Hp4dc, nfc, l 

51382.69 p^-1i(modg), q=2np+1,p f n,K?"?=1(modq) 
为 最 小 解 ， 那 么 

1+Ks + Ke? 3c (modq), 

其 中 520, c70, 

由 上 面 的 引 理 可 得 如 下 定理 。 

定理 2.64  p^-—1(modg), q-2np 4 1,p [ n,K?*?](modq) 
为 最 小 解 ， 当 pf zyz 时 ， 若 4|zyz， 则 方程 

qz? 4 YP = zP 
无 正 整 数 解 。 

定理 2.65  p'-1(modq),q—- 2np+1, p+n,k’"?=1(modg) 
为 最 小 解 ， 当 p xyz 时 ， 若 4 yz ， 则 方程 

T Lye = az? 

无 正 整数 解 。 

然而 ， 上 述 证 明 尚 未 得 到 数学 家 的 承认 。 是 否 存 在 证 明 费 尔 
马 大 定理 的 初等 方法 呢 ? 从 三 百 多 年 来 ， 人 们 对 费 尔 马 大 定理 的 
探讨 过 程 来 看 ， 用 初等 数论 的 方法 彻底 解决 费 尔 马 大 定理 的 可 能 
性 十 分 微小 。 这 里 需要 说 明 的 是 ， 有 的 业余 数学 爱好 者 ， 对 于 欧 
拉 当 年 证 明 n = 3 的 情形 都 没有 看 过 ， 更 不 用 说 对 于 库 姆 尔 正 则 素 
数 的 有 关 结 果 了 ， 他 们 就 宣布 已 经 证 明了 费 尔 马 大 定理 。 这 样 所 
亩 揭 研 究 成 果 ， 只 能 是 白费 笔墨 。 正 确 的 做 法 应 该 是 在 了 解 和 掌 
握 前 人 研究 成 果 的 基础 上 ， 去 挖掘 和 发 现 证 明 费 尔 马 大 定理 的 新 
思想 ， 新 方法 。 费 尔 马 大 定理 虽然 问题 的 叙述 十 分 简单 ， 但 要 解 
决 它 ， 却 士 分 艰难 。 没 有 雄厚 而 牢固 的 数学 基础 ， 没 有 丰富 的 科 
”学 想象 力 ， 没 有 献身 精神 ， 想 靠 偶然 的 机 会 来 解决 费 尔 马 大 定 
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理 ， 这 种 想法 是 天 页 的 ， 不 妥当 的 。 今 后 ， 费 尔 马 大 定理 仍然 会 
吸引 许多 数学 家 和 业余 数学 爱好 者 的 注意 力 ， 直至 发 现 它 的 证 明 
为 止 。 随 着 费 尔 马 大 定理 研究 的 逐步 深入 ， 并 最 终 解决 ， 必 将 给 
数论 乃至 整个 数学 的 研究 带 来 巨大 的 推动 作用 。 
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三 、 费 尔 马 大 定理 
与 莫 德 尔 猜想 


1983 年 ， 西 德 29 岁 的 青年 数学 家 法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings) 
证 明了 数论 中 长 达 六 十 多 年 之 久 的 莫 德 尔 猜 想 , 存 证 明 的 过 程 中 ， 
还 解决 了 泰 特 猜 想 和 沙发 列 维 奇 猜想 ,同时 ， 英 德尔 猜想 的 证 明 ， 
为 解决 费 尔 马 大 定理 迈 出 了 重要 的 一 步 。 什 么 是 葛 德 尔 猜 想 ? 法 
尔 廷 斯 是 怎样 证 明 这 一 猜想 的 ? 该 猜想 与 费 尔 马 大 定理 有 怎样 的 
联系 ? 下 面 我 们 就 来 探讨 这 些 问 题 。 


(一 ) 葛 德 尔 猜想 


1922 年 ， 英 国 的 数学 家 莫 德 尔 (Louis J: Mordell) 用 直接 方 
法 研究 椭圆 曲线 ( 即 亏 格 为 1 的 非 奇异 曲线 ) 上 的 有 理 点 。 之 后 ， 
他 证 明了 一 个 椭圆 曲线 上 的 有 理 点 形成 有 限 生成 交换 群 ， 而 其 仿 
射 曲线 只 有 有 限 多 整 点 。 接 着 ， 他 提出 如 下 猜想 

设 /(z,y) 是 任意 一 个 不 可 约 、 有 理 系 数 的 二 元 多 项 式 ，9 为 
有 更 数 域 ， 当 /的 亏 格 不 小 于 2 时 ,最 多 存在 有 限 对 数 偶 z;,y; c9, 
使 得 f(z,,y;) = 0。 

这 一 猜想 ， 就 叫做 英 德 尔 猜 想 。 后 来 人 们 把 这 个 猜想 扩充 到 
了 定义 在 任意 数 域 上 面 的 多 项 式 ， 并 且 随 着 抽象 代数 几何 的 出 现 : 
又 重新 用 代数 曲线 来 叙述 这 个 猜想 ， 即 

任意 定义 在 数 域 sg 上 ， 亏 格 不 小 于 2 的 代数 曲线 最 多 只 有 有 限 
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个 k 一 点 。 

我 们 来 具体 地 分 析 一 下 这 一 猜想 。 

所 谓 代数 曲线 ， 粗 略 地 说 ， 就 是 在 包含 k 的 任意 域 中 ， f(x， 
= 一 0 的 全 部 解 的 集合 。 详 言 之 ， 域 kK 上 的 4 维 射影 空间 是 4+ 1 维 
向 量 空间 中 ， 通 过 原点 的 直线 的 集合 。 在 选 定 向 量 空间 的 一 组 基 
底 之 后 ， 可 以 用 一 直线 上 的 一 个 非 零点 的 坐标 (zeyz1y，…zw) 来 确 
定 这 条 有 曲线， 即 定 出 射影 空间 中 的 一 个 点 。 如 果 F 是 zoyzly…，zi 
的 一 个 齐 次 多 项 式 ， 那 么 FCX Y ,2) 为 n 次 齐 次 多 项 式 , 其 中 1 为 
fx,y) 的 次 数 ， 且 使 

F(X,Y,1)= f(5,9), 
这 样 的 F 是 唯一 的 。 这 时 , F 在 二 维 射 影 空间 中 的 零点 集合 包含 了 
f(z,y) = 0 的 解 ， 但 是 还 有 其 他 的 、 对 应 于 Z= 0 平面 上 直线 上 的 . 
点 ， 使 得 F = 0。 
f 的 亏 格 的 公式 为 
SH -oG-Dm-2/2- È v, 


其 中 也是 对 于 满足 
aF ,、 OF,、 or、 
XD dy P= gD)= 0 


的 射影 点 p 取 的 ， 且 2 >1。 这 样 些 点 叫做 零点 轨迹 的 奇 点 。 如 费 
尔 马 曲线 xz" + y" 1 没有 奇 点 ， 因 此 其 亏 格 为 (2 一 1)(n 一 2)/2。 
”从 亏 格 不 小 于 2 的 要 求 ， 可 推出 其 次 数 应 不 小 于 3。 为 什么 次 
数 不 小 于 3 呢 ? 下 面 予 以 考察 。 当 # = 1 时 ,f= az +by+c 显 然 有 无 
穷 多 个 解 。 当 8 = 2 时 ，f 可 能 没有 解 ， 例 如 ， 在 有 理 数 域 上 ，f = 
z?+Y?+1 就 没有 解 ， 但 是 ,如 果 / 有 一 个 解 就 必定 有 无 穷 多 个 解 。 
我 们 可 用 几何 方法 来 证 明 这 一 点 。 记 了 3= {f 的 解 集合 }, 设 点 p € B, 
令 了 为 不 过 点 p 的 一 直线 。 点 CEK， 且 在 2 上 , 直线 PQ 与 B 交 于 另 
一 点 R， 当 9 在 L 上 取 遍 无 穷 多 个 K 一 点 时 ,R 点 的 集合 就 是 /的 K 一 
解 的 无 穷 集 合 。 例 如 ， 把 这 种 方法 用 于 /= 2 +y? 一 1， 给 出 参数 
公式 
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2. 
z= 二 一 1 y= 


2t 
t? 41 t? +1 ° 

当 F 为 三 次 非 奇 异 曲 线 时 ， 其 解 集合 是 一 个 解 , 即 一 条 所谓 家 
加 曲线 。 这 个 群 的 规则 为 ， 经 过 P, 8 点 的 直线 交 零 点 集 于 第 三 个 
点 R， 这 个 R 就 是 一 P 一 2。 选 定 一 个 适当 的 原点 P,， 点 R 的 2 倍 。 
FERNER TARKU, TEARM, RLLISNGUUUET 
一 个 解 的 无 穷 集合 

由 上 可 知 ， ———— 


CO 解 不 定 方程 的 一 般 性 问题 


诸 项 其 有 相同 次 数 的 不 定 证 程 叫做 是 齐 次 不 定 方程 ， 否 则 ， 
则 做 非 齐 次 不 定 方 程 。 对 于 章 次 不 定 方程 ， 如 果 向 量 z 惫 多 , 则 对 
于 每 一 个 常数 c,cz 也 是 解 。 因 此 ， 这 时 将 答 此 相差 一 个 非 零 常数 
因子 的 两 个 解 看 成 是 等 辣 的 ,对 于 齐 次 方程 我 们 只 求 不 等 同 的 解 。 
由 一 个 非 齐 次 n 次 方程 总 全 议 变 成 一 个 与 它 相 关联 的 齐 次 方程 , 方 
法 是 ， 先 将 "个 变量 集合 ， 再 增加 一 个 变量 ， 使 之 变 成 4 +1 个 变 
量 ， 然 后 ， 把 原 方程 的 等 一 小 习 以 新 变量 适当 的 方 赛 ， 使 每 一 项 
的 次 数 均 为 ?次 。 例 如 ,对 于 非 奇 次 方程 y2 = z:(z+1) 恋 成 齐 次 方 
E 多 z= zz+z)。 于 是 原来 非 齐 次 方程 的 解 ,对 应 于 齐 次 方程 
新 变量 等 于 1 的 解 。 在 实际 应 用 中 ,我 们 对 于 非 齐 次 方程 情形 求 束 
数 解 ， 而 对 齐 次 方程 情形 求 有 理 数 解 。# 个 变量 的 非 齐 次 方程 和 nt 
+1 个 变量 的 齐 次 方程 的 关系 就 象 仿 射 几何 与 射影 几何 的 关系 一 
样 。 

利用 几何 ， 是 研究 不 定 方程 的 另 一 条 途径 ， 每 个 不 定 方程 的 
复数 解 的 轨迹 定义 出 一 个 复 的 代数 敌 。 如 果 不 定 方程 是 非 齐 次 的 
其 全 部 解 形成 一 个 仿 射 代数 包 ， 若 是 齐 次 的 其 全 部 解 形 成 二 个 射 
影 代数 筷 。 由 此 可 知 ， 非 齐 次 方程 和 相应 的 齐 次 方程 的 关系 恰好 
对 应 于 优 射 代数 焦 和 它 的 适当 的 射影 空间 取 射 影 闭 包 〈 即 添加 一 
个 无 穷 远 点 ) 所 得 的 射影 代数 簇 。 
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于 是 ， 研 究 不 定 方程 的 解 变 成 了 求 由 系数 属于 某 数 域 的 方程 
组 定义 的 复 代数 全 上 的 整数 点 或 者 有 理 点 。 例 如 费 尔 马 所 研究 的 


方程 是 射影 平面 中 气 格 为 二 (8- DO - 27 的 非 奇 异 册 线 的 方程 。 


人 们 希望 几何 学 会 使 某 些 不 定 方程 问题 更 容易 处 理 。 第 一 步 显 然 
是 把 注意 力 局 限于 对 应 于 曲线 的 那些 不 定 方程 。 利 用 这 种 方法 ， 
可 以 把 不 定 方程 的 求解 问题 重新 叙述 成 寻求 曲线 上 有 理 点 和 整 点 
问题 。 

另 一 个 相关 问题 是 定义 在 有 限 域 上 的 光滑 射影 代数 位， 这 样 
一 个 代数 能 在 各 个 不 同 有 限 扩 域 中 的 有 理 点 数 可 以 表示 成 一 个 母 
销 数 ， 叫 做 此 代数 入 的 Zeta 函数 。 关 于 这 个 zeta BE C EFT ks t BREAK 
《Wei) 有 一 系列 猜想 ， 这 些 猜想 使 我 们 在 理论 上 可 以 计算 这 个 
Zeta% 


1. HREN iE CShafarevich) gig 


1962 年 ， 沙 发 列 维 奇 提出 如 下 猜想 ， 

设 K 是 8 的 有 限 扩张 ，S 是 K 的 一 个 有 限 的 位 集合 , ER 
2， 并 且 在 S 外 具有 好 的 约 化 的 光滑 曲线 也 /Kk， 上 只 有 有 限 多 个 同 构 
类 。 

1968 年 ， 泊 辛 (A: N: Parshin) 证 明了 莫 德 尔 猜想 ,可 由 曲线 
的 沙发 列 维 奇 猜想 推出 来 。 比 如 ， 假设 齐 次 多 项 式 F 为 非 奇 异 的 ， 
且 K= QB。 消 去 F 的 系数 的 分 母 之 后 ， 可 设 F 的 系数 为 无 因子 的 整 
数 ， 那 么 ， 我 们 可 以 对 某 个 素数 P， 考 虑 其 同 余 方程 。 如 果 其 偏 
导 modp 没 有 公 因子 , 则 方程 F(X,Y,Z)=0Cmodp) 给 出 域 2/pZ 上 
的 非 奇异 曲线 ， 这 时 ， 就 称 原来 的 曲线 在 P 具 有 良 约 化 。 例如 , 费 
ARE HRX «Y! +Z? 在 素数 3 没有 良 约 化 ,曲线 Y2Z= X 1725 
在 8 上 为 非 奇 晃 ， 而 mod2,3 或 17 它 都 是 奇异 的 。 
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从 猜想 之 间 的 关系 考虑 问题 ， 是 解决 猜想 的 一 个 途径 。 由 
Farshin 的 研究 结果 表明 ,要 证 明 偶 德尔 猜想 就 归结 到 只 要 证 明 曲 
线 的 沙发 列 维 奇 猜想 即 可 ， 这 一 猜想 正 是 法 尔 廷 斯 证 明 的 。 


2。 阿 贝尔 往 的 沙发 列 维 奇 猜想 


用 "过 湾 到 Jacobi 焦 ?方法 去 处 理 有 曲线 的 问题 常常 是 方便 的 。 
从 数论 的 观点 看 这 就 是 由 椭 右 曲线 到 阿 贝 尔 鳞 的 推广 。 由 沙发 列 
维 奇 提出 的 ， 由 Faltings 证 明 的 ， 实 则 是 对 于 阿 贝尔 能 的 更 强 形 
式 的 沙发 列 维 奇 猜想 。 

Jacobi 簇 的 构造 可 用 黎 曼 曲面 的 知识 来 阐述 ， 也 可 以 代数 的 
方式 进行 ， 这 就 产生 了 定义 在 域 K 上 的 一 个 阿 贝尔 使 ,其 中 K 即 原 
曲线 的 定义 域 。 阿 贝尔 答 是 一 个 具有 群 结构 的 ， 射 影 空间 的 闭 连 
通 子 秘 。 它 定义 在 天 上 即 表明 它 是 系数 在 K 的 一 组 多 项 式 的 零点 
集 。 阿 贝尔 铸 的 沙发 列 维 奇 猜想 为 

对 于 具有 给 定 维 数 9g， 极 化 次 数 d>>0， 并 且 在 位 的 有 限 集 S 之 
外 有 好 的 约 化 的 极 化 阿 贝尔 和 能， 其 K 一 同 构 类 集合 是 有 限 的 。 

由 Torelli 定 理 知 ， 若 阿 贝尔 簇 的 沙发 列 维 奇 猜想 真 ， 则 曲线 
的 沙发 列 维 奇 猪 想 亦 真 。 


3。 有 界 高 度 原 理 


费 尔 马 用 无 穷 递 降 法 证 明了 费 尔 马 大 定理 *= 4 的 情况 ， 现 在 
我 们 从 另 一 个 角度 来 叙述 这 一 过 程 ， 从 而 引导 出 新 的 结果 。 费 尔 
马 在 证 明 不 定 方程 2 +y* =z1 没 有 非 零 整数 解 时 ， 对 每 个 (p,q， 
站 给 出 一 个 高 ， 例 如 |r|， 其 中 (p,q,r) 满足 这 个 方程 。 无 穷 弟 降 
的 方法 ， 使 他 能 够 证 明 ， 当 (p,q,r) 在 曲线 上 并 且 有 正 的 高 时 , 则 
有 一 组 新 的 (p ,gq ,r') 也 在 曲线 上 ， 而 它 有 较 小 的 高 , o<] | 
|r|。 从 而 得 到 在 z+ + y= z* 上 不 存在 (0,0,0) 以 外 的 整数 点 。 
法 尔 廷 斯 将 这 一 方法 进行 推广 ， 就 得 到 阿 贝 尔 侯 的 高 度 理论 ， 

法 尔 廷 斯 从 半 阿 贝尔 匀 理 论 开始 ， 这 是 域 上 阿 贝尔 簇 概 念 到 
概 型 上 代数 位 的 推广 ， 他 讨论 了 关于 稳定 曲线 和 主 极 化 阿 贝尔 剑 
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的 参 模 空 间 的 一 些 结果 。 然 后 ， 他 发 展 了 可 利用 于 半 阿 贝尔 条 的 
高 度 理论 。 从 而 得 到 了 有 界 高 度 原 理 。 这 个 原理 是 说 ， 

对 于 给 定 的 常数 c， 高 度 小 于 或 等 于 c 并 具有 某 些 性 质 的 半 阿 
贝尔 筷 的 同 构 类 数 是 有 限 的 。 l 

这 个 原理 是 法 尔 廷 斯 证 明 莫 德尔 猜想 的 基础 。 科 学 研究 既 要 
继承 更 要 开拓 ， 要 在 已 有 成 果 的 基础 上 ， 开 发 出 新 的 东西 出 来 ， 
阿 贝 尔 信 的 高 度 理论 就 是 从 无 穷 递 降 法 通过 科学 家 的 科学 想象 
力 ， 经 过 细心 的 研究 而 扩展 出 来 的 。 


4 同 源 下 高 的 行为 


由 定义 知 ， 阿 贝 永 比 的 一 -个 同 源 是 代数 群 之 间 的 一 个 具有 有 
限 核 的 满 同 态 。 

在 许多 情形 下 ， 同 源 是 阿 贝 尔 簇 的 等 价 性 的 “正确 ”概念 。 
因而 许多 涉及 阿 贝 尔 禾 的 问题 用 签 与 它 的 同 源 像 的 等 价 性 去 处 理 
很 有 好 处 。 为 此 ， 必 须 研究 一 下 高 在 同 源 下 是 怎样 变化 的 。 

一 个 同 源 在 modp 约 化 时 可 能 出 现 的 分 歧 ， 我 们 以 下 例 说 明 
之 。 考 虑 由 X" +Y- 1= 0 定义 的 一 维 阿 贝尔 秘 。 如 果 取 (1,0) 为 
群 结构 的 原点 ， 于 是 乘 以 -2 可 几何 地 描述 为 过 p 的 曲线 的 切线 与 
曲线 交 出 的 第 三 个 点 ， 曲 线 在 点 (z,2 的 切线 由 z: 王 +g2Y-1=0 
定义 ， 所 以 乘 以 ~ 2， 可 由 坐标 变换 
2 -27 24 一 2Y 
1-2z* * 1-2y* 
推出 。 这 个 映射 的 mod 22 Efe 1,00 EE CEDAR, TRU E 
射 度 的 对 数 的 一 半 再 减 去 某 个 修正 项 给 出 了 在 同 源 下 高 的 改变 
值 ， 这 个 修正 项 度量 出 这 一 类 分 枝 。 


(x,)—>( 


5 mus 


定义 在 域 K 上 的 阿 贝 尔 往 4 上 ， 其 Tate BST, CA), WEB 
是 另外 一 个 阿 贝 尔 佬 ， 则 可 以 去 比较 玉 上 阿 员 尔 往 间 的 映射 群 
Hom(A, B) fid P7 I5 00 7 43$ G— pj SEHomce (TL CA) , T, CB)), 
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其 中 后 者 表示 与 G 作 用 可 交换 的 同 态 构 成 群 。 于 1967 年 J， Tate 提 
出 如 下 猜想 ， 
Tz(4) 上 的 伽 罗 华 表示 为 半 单 纯 的 , 且 当天 在 其 素 域 上 为 有 限 
生成 时 ， 有 
Hom(A, B) GZ, z; Hom;(T, CA) ,TLCB)) 
1974 年 ，Zarhin 的 Tate 方 法 与 论断 导致 Tate 猜 想 的 证 明 。 


(RD 莫 德 尔 猜想 的 证 明 


现在 把 法 尔 廷 斯 对 莫 德 尔 猜 想 的 证 明 以 方块 箭头 图 的 形式 指 
示 如 下 ， 其 中 六 边 形 中 表示 法 尔 廷 斯 的 主要 研究 结果 ， 长 方块 中 
表示 已 有 的 结果 。 

法 尔 廷 斯 之 所以 证 明了 莫 德 尔 狂想， 除了 他 的 科学 的 想象 力 
之 外 ， 还 与 他 全 面 研 究 与 了 解 前 人 对 这 个 问题 所 进行 的 工作 是 分 
不 开 的 。 早 在 三 、 四 十 年 代 ， 随 着 阿 贝 尔 秘 理论 的 发 展 ， 人 们 就 
逐渐 认识 到 莫 德 尔 猜想 应 当 理解 成 为 关于 包含 亏 格 不 小 于 2 的 曲 
线 的 某 种 阿 贝 尔 秘 的 一 个 命题 。 到 了 六 十 年 代 S. lang 把 莫 德 尔 猜 
想 给 出 一 种 重 述 形式 ， 即 阿 员 尔 焦 上 的 一 条 曲线 与 此 阿 贝 尔 信 的 
每 个 有 限 生成 子 群 具有 有 限 多 个 公共 点 。S. lang 还 证 明了 ， 莫 德 
尔 猜 想 也 可 视 作 是 关于 曲线 代数 焦 的 一 个 猜想 。 六 十 年 代 后 期 ， 
Deligne 等 人 或 者 通过 分 析 特 殊 曲 线 秘 , 或 者 运用 高 度 吾 论 来 探索 
莫 德 尔 猜想 的 证 明 。 六 十 年 代 一 个 重大 突破 是 证 明了 黄 德 尔 猜想 
-在 函数 域 上 的 等 价 命 题 。Neron 证 明了 ， 由 两 个 莫 德 尔 猜 想 能 够 
建立 起 9 的 任何 有 限 生成 扩 域 上 的 相应 猜想 。Manin 和 Grauert 都 
致力 于 证 明黄 德尔 猪 想 在 函数 域 上 的 类 似 命题 。1963 年 沙发 列 维 
奇 和 1968 年 Parshin 集中 研究 沙发 列 维 奇 猜想 和 它 与 莫 德 尔 猜想 
在 函数 域 上 类 比 的 联系 。 法 尔 廷 斯 在 这 些 前 人 工作 的 启发 下 ， 证 
-明了 莫 德 尔 猜想 。 

通过 莫 德 尔 猜想 的 证 明 ， 使 我 们 看 到 一 个 猜想 的 解决 ， 还 受 
一 定 的 科学 发 展 水 平 的 制约 ， 一 个 不 定 方程 的 难题 一 一 黄 德 尔 猜 
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>| 对 Tate 模 Tc(A) 的 半 单 性 
Hom(A,B)xZ;, 
= Homo;(T,CA), Ti(B)) < | Ttate 与 Zarhin 关 于 
Tate 猜 想 的 工作 
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EP 
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ARA B E kiy B DUK 
的 同 构 类 的 有 限 性 


了 一 可 除 群 变 差 公式 在 同 
一 > 


Tate 定理 源 下 高 的 行为 


H 


| 关于 有 限 群 概 型 | 
的 Raynaud 的 工作 > 
Y 


XLI] DUI BE] 
Shafarevich 猜想 


对 曲线 的 | 
Shafarevich 猜想 
| Parshin 的 论证 | 一 | 
[nas] 


想 ， 用 发 展 起 来 的 代数 几何 方法 所 解决 ， 如 果 仅 限于 用 初等 数论 
的 方法 ， 肯 定 说 现在 还 不 知道 从 那个 方向 去 攻克 这 一 难题 。 法 尔 
廷 斯 证 明 莫 德尔 猜想 的 意义 还 在 于 我 们 看 到 它 与 解决 阿 贝 尔 簇 理 
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论 中 许多 重要 猜想 之 间 的 联系 。 这 也 就 启发 我 们 ， 解 决 一 个 数学 
难题 不 能 孤立 去 考虑 ， 还 应 该 考虑 难题 之 间 的 联系 ， 一 个 难题 解 
决 了 ， 另 一 个 难题 也 就 可 能 随 之 而 解决 了 。 


(五 ) 从 莫 德 尔 猜 想到 费 尔 马 大 定理 


法 尔 廷 斯 已 经 证 明了 英 德 尔 猜想 ， 这 就 是 说 ， 如 下 结论 是 对 
的 ， 

设 F(x,y) 是 两 个 变量 zx，! 的 有 理 系 数 多 项 式 ， 那 么 当 曲线 
F(z, y) = 0 的 亏 格 不 小 于 2 时 ， 方 程 F(x,y) = 0 至 多 有 有 限 组 有 
理解 。 

特别 ， 对 于 一 个 特殊 的 多 项 式 x* +y" -1 当 # 之 4 时 ， 其 亏 格 
(n—-1)(n-2)/222, ini fix" -y*-120(024) 至 多 有 有 限 
组 有 理解 ,从 而 推 知 它 所 对 应 的 齐 次 方程 z* +y" = z"(n 之 4) 只 有 
有 限 多 个 整数 解 。 如 果 我 们 再 能 进一步 证 明 这 有 限 多 个 整数 解 为 
空 集 ， 那 么 费 尔 马 大 定理 就 得 证 了 。 通 过 费 尔 马 大 定理 与 莫 德 尔 
猜想 之 间 的 联系 ， 使 我 们 再 一 次 看 到 ， 考 虑 猜想 之 间 的 联系 是 解 
决 猜想 的 一 个 重要 思维 途径 。 
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UD SHBERBBS 


哥 德 巴 替 猜 想 是 解析 数论 的 一 个 中 心 课题 。 这 一 猜想 从 提出 
到 现在 已 经 二 百 多 年 了 ,但 至 今 没 有 被 证 明 。 为 了 解决 这 一 问题 ， 
许多 数学 家 付出 了 艰苦 的 劳动 ， 并 取得 了 一 系列 成 果 。 我 国 著名 
数学 家 陈景润 解决 了 哥 德 巴赫 猜想 1 + 2 的 问题 ,被 数学 家 誉 为 “ 陈 
拓 定 理 ”。 到 目前 为 止 , 这 是 对 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 最 好 结果 。 如 
果 解 决 了 哥 德 巴赫 猜想 1 + 1 的 问题 ， 那 么 哥 德 巴赫 猜想 就 彻底 解 
次 了 。 目 前 解决 这 一 猜想 ， 虽 然 只 有 一 步 之 差 ， 但 这 一 步 究 竞 如 
何 这 出 ， 又 何 时 达到 终点 ， 这 是 数学 家 当前 难以 预料 的 问题 。 


(一 ) 猜想 的 提出 


在 两 个 数 症 加 中 ， 我 们 会 遇 到 如 下 的 关系 ， 

3+7= 10， 

3+17= 20， 

13+17= 30， 

17+23=40， 

13+37= 50。 
我 们 来 分 析 一 下 上 述 等 式 有 什么 相似 之 处 。 很 自然 地 会 发 现 ， 等 
式 右边 的 数 都 是 偶数 ， 等 式 左边 的 两 个 数 都 是 奇 素数 。 我 们 已 经 
知道 两 个 奇 素数 之 和 必定 是 一 个 偶数 。 反 过 来 ， 我 们 要 问 ， 任 一 
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个 偶数 都 可 以 分 拆 为 两 个 奇 素数 之 和 吗 ? 我 们 再 作 一 些 观察 。 第 

一 个 等 于 两 个 奇 素数 之 和 的 偶数 为 
6=3+3。 

接 下 去 为 
8=3+5, 
10=3+7=5+5, 
12=5 +7, 
14=3+11=7 +7, 
16=3+13=5+i1, 
18=5+13=7+11, 
20=3+17=7 +13, 
22=3+19=5+17=11+11, 
24=5+19=7+17=11 +13, 
26=3+23=7+19=13 +13, 
28=5+23=11 +17, 
30=7 +23=11+19=13 +17, 

通过 上 述 个 例 观 察 ， 可 知 这 些 偶数 都 可 分 拆 成 两 个 奇 素数 之 
和 ， 于 是 ， 由 特殊 到 一 般 ， 我 们 可 提出 如 下 猜想 ， 

CA) 任何 宇 6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 。 

对 于 偶数 可 提出 上 述 判 断 ， 对 于 奇数 是 否 也 可 提出 类 似 结论 
Pío 显然， 奇数 不 能 分 拆 成 两 个 奇 素数 之 和 。 既 然 两 个 不 行 ， 那 
么 分 拆 成 三 个 奇 素数 之 和 ， 行 吗 ? 通过 下 面 的 实例 进行 观察 ， 

9=3+3+3， 

* 115342345, 

31=3+5+23=3+11l+17=5+7+19=5+13+13, 
由 特殊 到 一 般 ， 于 是 可 猜想 ， 

CB) 任何 宇 9 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 。 

上 述 规律 是 否 有 普遍 性 ?德国 著名 数学 家 哥 德 巴赫 (Christian 
Goldbach, 1690—1764) 对 这 个 问题 发 生 了 浓厚 的 兴趣 ， 但 是 ， 
他 不 敢 肯定 其 正确 性 。 于 是 ， 他 于 1742 年 写 信 给 当时 的 数学 权威 
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欧 拉 ， 就 此 问题 进行 请 教 。 他 问 欧 拉 ， 是 不 是 每 个 偶数 都 是 两 个 
素数 之 和 ,每 个 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 ? 欧 拉 于 1742 年 6 月 30 日 回 
信 说 ， 他 验算 到 100 多 ， 发 现 是 对 的 ， 但 不 能 给 出 一 般 性 的 证 明 。 
到 1770 年 ， 华 林 首次 把 这 个 问题 以 猜想 的 形式 写 在 书 中 ， 并 

公 诸 于 世 。 由 于 当时 把 1 也 看 成 素数 ， 所 以 问题 提 的 不 太 确切 。 确 
切 的 提 法 是 上 面 所 述 的 猜想 (4)、(B)。 猜想 C4) 叫做 偶数 哥 德 巴 
苏 猜 想 ， 猜 想 (B) 岂 做 奇数 哥 德 巴赫 猜想 。 易 知 ， 由 (4) 成 立 ,可 
推出 (8B) 成立。 事实 上 ， 如 果 (C4) 成立 ， 设 N 是 一 个 大 于 7 的 奇数 ， 
那么 N ~ 3 就 是 一 个 之 6 的 偶数 ， 据 (4)， 有 

N-3-pi*p;, 
其 中 p1,Pp; 为 奇 素数 。 因 此 ， 

N-p,*p;*3 
是 三 个 奇 素 数 之 和 。 从 而 命题 (B) 成 立 。 这 样 一 来 ,只 要 解决 (4A)， 
(B) 也 就 随 之 而 解决 了 。 


(>) 悲观 的 预言 与 惊人 的 成 果 


从 18 世 纪 40 年 代 哥 德 巴 赫 猜 想 的 提出 ， 到 19 世 纪 末 ， 许 多 数 
学 家 都 对 这 一 猜想 进行 了 研究 ， 但 在 这 一 百 五 十 多 年 中 ， 并 没有 
得 到 任何 实质 性 的 结果 和 提出 有 效 的 研究 方法 。 只 是 对 一 些 数 值 
作 了 进一步 的 验证 ， 使 猜想 变 得 更 加 可 信 ， 增 加 了 它 的 合理 性 。 
另外 还 提出 一 些 简单 的 关系 式 和 一 些 新 的 推测 。 在 这 一 期 间 数 学 
家 虽然 对 哥 德 巴 雷 猜想 的 探讨 作 了 极 大 的 努力 ， 但 是 由 于 用 来 解 
决 这 一 问题 的 数学 理论 还 没有 发 展 到 这 个 地 步 ， 因 此 进展 缓慢 。 
与 此 同时 ， 由 于 爽 拉 、 高 斯 、 狄 里 克 雷 、 歼 曼 、 哈 达 马 等 著名 数 
‘学 家 的 工作 ， 使 数论 和 函数 论 得 到 了 空前 的 丰富 和 发 展 ， 特 别 是 
分 析 与 数论 相 结 合 ， 在 数论 中 引入 了 分 析 的 方法 ， 这 就 为 20 世 纪 
对 这 一 猜想 的 研究 提供 了 强 有 力 的 工具 。 在 这 一 百 五 十 多 年 中 ， 
研究 哥 德 巴赫 猜想 没有 什么 进展 ， 这 从 反面 说 明 , 解 决 数学 难题 ， 
得 有 足够 的 数学 基础 知识 ， 那 些 连 初等 数论 尚 没有 弄 明 和 白 ， 更 不 
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用 说 解析 数论 和 函数 论 ， 就 想 一 下 子 证 明 哥 德 巴赫 猜想 ， 肯 定 说 
是 异想天开 ， 白 费力 气 。 

1900 年 ， 在 巴黎 召开 的 第 二 届 国 际 数学 会 上 ， 德 国 著名 数学 
家 希 尔 伯 特 提出 了 数学 中 著名 的 23 个 问题 ， 哥 德 巴 替 猜 想 就 是 第 
八 个 问题 的 一 部 分 。 在 这 之 后 的 十 多 年 ， 对 哥 德 巴 苗猪 想 的 研究 
并 未 取得 进展 。1912 年 ,德国 数学 家 朗 道 (E: Landau1877—19382 
在 英国 剑桥 召开 的 第 五 忆 国 际 数学 会 上 悲观 地 说 ， 即 使 要 证 明 下 
面 较 弱 的 命题 (C)， 也 是 当代 数学 家 所 力 不 能 及 的 ， 

(C) 存在 一 个 正 整数 k, 滞 姆 一 个 >2 的 整数 冲 是 不 超过 K 个 素 
数 之 和 。 

1921 年 ， 英 马 数 学 家 哈代 (G; Ht Hardy,1877 一 1947》 在 一 
次 数学 会 上 也 谈 到 ， 哥 德 马赫 名 起， 可 能 是 没有 解决 的 数学 问题 
中 的 最 困难 的 一 个 。 

在 解决 这 一 难题 的 过 程 审 ， 效 学 家 看 到 其 艰巨 住 ， 特 别 在 亲 
自 尝 试 过 程 中 ， 其 体会 更 为 深 妈 ， 任 勇于 深 索 的 人 们 ， 并 没有 望 
而 止步 ， 而 是 不 断 地 为 之 拼 济 ， 努 力 地 从 前 人 研究 所 走 过 的 道路 
上 ， 去 挖 据 解 决 哥 德 巴赫 猜想 可 汤 取得 成 果 的 潜在 思想 。 正 当 一 
些 数学 家 对 此 猜想 感到 无 能 为 必 时 ， 数 学 家 却 开 始 从 不 同 的 方向 
上 取得 了 一 系列 售 人 的 成 果 。 这 些 成 果 的 取得 ， 不 仅 为 解决 哥 德 
' 巴 雷 猜 想 开 拓 了 途径 ， 而 且 还 有 力 地 推进 了 数论 和 其 他 数学 学 科 
的 发 展 。 


(com ik 


19 世 纪 中 时 ， 狄 利克 雷 和 黎 曼 、 把 分 析 方 法 移植 到 数论 中 来 ， 
从 而 使 数论 得 到 了 空前 的 发 展 ,使 一 些 一 筹 莫 展 的 问题 ,有 了 解决 
的 希望 。 从 1920 年 开始 ,英国 数学 家 哈代 和 李 特 湿 德 (Littlewood， 
1885 一 1977) 系 统 地 开创 与 发 展 了 堆 鲍 素数 论 中 的 一 个 崭新 方法 。 
1923 年 发 表 论文 专 论 哥 德 巴赫 猜想 。 这 一 新 方法 的 恩 想 孕 育 在 
1918 年 险 代 和 印度 数学 家 拉 曼 牛 建 (Ramanujan) 的 文章 中 。 后 来 
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.人们 就 称 这 个 新 方法 为 Hardy 一 Littlewood 一 Ramanyjan 圆 法 。 这 
个 方法 ， 对 于 哥 德 巴 赫 猜 想来 说 ， 就 是 把 数论 中 离散 的 问题 归结 
到 连续 问题 来 处 理 。 其 基本 思想 是 ， 设 m 为 整数 ， 由 于 积分 


[ ecmazda = 各 m -0, 
0 0, m0, 
其 中 e(z) =e, MARE 
N=P,+P:; PiP: >3 (1) 
的 解数 为 
DCN) = [s*ce, Nyel- Naydas (2) 
0 
方程 
N=Dpi+ps+ps /Di,Ds,Ds773 (3) 
的 解数 为 
T(N) = f S° ca, Ne — Na)da, (4) 
其 中 
S(a,N)= © elap), . (5) 
2«P«N 
这 样 一 来 ， 猜 想 (4) 就 归结 为 要 证 明 ， 对 于 偶数 N 之 6， 则 有 
D(N)»0; 
SERLO SA CUEBR. XT APRNIO, WA 
TC(N)>0。 


于 是 ， 哥 德 巴赫 猜想 就 转化 为 讨论 关系 式 (2)、(4) 中 的 积分 了 。 
因而 这 就 需要 研究 由 C5) 所 确定 的 以 素数 为 变数 的 三 角 和 。(5) 的 
性 质 知道 了 ， 其 积分 的 值 也 就 求 出 来 了 。(5) 有 什么 性 质 呢 ? 我 
们 猜测 ， 当 “ 和 分 母 “ 较 小 ”的 既 弱 分 数 “ 较 近 ” 时 ，SCc,N) 就 
取 “ 较 大 ”的 值 ， 而 当 c 和 分 母 “ 较 大 ”的 既 约 分 数 “ 接 近 ” 时 ， 
SCx,N) 就 取 “ 较 小 ?的 值 。 这 样 我 们 就 可 把 积分 区 间 分 成 两 部 分 ， 
在 其 中 的 一 部 分 ， 是 积分 的 主要 项 ， 积 分 易 求 出 来 ,而 另 一 部 分 ， 
是 积分 的 次 要 项 ， 积 分 值 可 忽略 不 计 。 这 就 是 圆 法 的 主要 思想 。 
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下 面 就 此 稍 加 具体 的 说 明 。 
设 M,z 为 二 个 正 数 ， 
1«M«r«N, 

考虑 法 列 数列 


a 
qoo b0saca,qeM, 


并 设 EG0-[7-1, Lux 


Au, M 
2M? «T 

时 ， 所 有 的 小 区 间 E(g,a) 是 二 二 不 相交 的 。 称 E1 为 基本 区 间 ,E。 
为 余 区 间 。 如 果 一 个 既 约 分 数 的 分 母 不 超过 M， 我 们 就 说 它 的 分 
母 是 “ 较 小 ”的 ， 否则 ， 就 说 是 “ 较 大 ”的 。 如 果 两 个 点 之 间 的 
上 距离 不 超过 7  : ， 我 们 就 说 是 “ 较 近 ”的 。 显 然 ， 当 c E El 时 ， 它 
就 和 一 分 母 “ 较 小 ”的 既 约 分 数 “ 接 近 ”。 当 a EE, 时 , 可 以 证 明 ， 
它 一 定 和 一 分 母 “ 较 大 ”的 既 约 分 数 “ 接 近 ”。 这 样 利用 法 列 数 列 


就 把 积分 区 间 | -l.i:-l]pokr MERE 二 部 分 Bi 和 


Ez. 
为 方便 起 见 ， 我 们 把 积分 区 间 [0，13 改 为 | - 1, 1-4]. 


样 一 来 ，(2》、(4) 的 积分 就 分 成 两 部 分 ， 即 


I -上 


D(N) =Í S? (a, N)e( - Na)da = D (N) + D,CND, 


T 
H 
一 一 
s 


(OJ 
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-其 中 DO) -| S* (a, N)e( - Nayda ,i=1,2 
l H 


T(N) =Í Ss(a,N)el - Na)da 2 T,(N) * T,CN), 


(7) 
其 中 T= f S* (a, Nyel- Na )da i - 1,2, 


图 法 就 是 要 计算 出 DiCN) 及 Ti CN)， 洲 证 明 其 为 DAN)、T(N) 的 
主要 项 ， 而 DCN)、 了 CN) 分别 作为 其 次 要 项 。 
MERRIER UBI. M BIAD T CN) 的 渐 近 式 。 
XCFE—OK, MEEF BAHAA, TPE192345, MAR, 
李 特 湿 特 取得 了 第 一 个 突破 ， 乱 们 证 明了 如 下 结论 。 
在 弱 型 广义 黎 曼 猜想 成 立 的 前 担 下， 每 个 大 奇数 一 定 可 表 为 
SAARET, HAMEAR 


TON) = LRN) S e, N>, (8) 
1 1 
R - 一 ~ ~- —— 
RERO = IG - c5) 2:2. e» 
对 于 偶数 又 怎样 呢 ? 他 们 猜测 有 
D(N) =R OD ASA , N--co, 


其 中 R.qo »2]Tt- cz IUS 1, 
i 0-D 


—Á-—————— 
将 猜想 进行 转化 ， 可 以 对 猜想 加 上 前 提 条 件 ， 先 得 到 一 个 带 有 假 
设 性 的 结果 ， 或 者 加 上 前 提 条 件 ， 再 提出 新 的 猜测 ， 然 后 对 这 新 
的 猜测 进行 探求 。 

虽然 ， 了 哈代 、 李 特 湿 德 没 有 证 明 任 何 无 条 件 的 结果 ， 但 是 他 
们 在 证 明 有 条 件 的 结果 所 创造 的 圆 法 ， 为 人 们 指明 了 一 个 有 成 功 
希望 的 研究 方向 。 正 如 他 们 自己 所 说 ;我 们 借助 于 堆 鱼 数论 中 新 
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的 超越 方法 来 攻 这 个 问题 ， 我 们 没有 解决 它 。 甚 至 我 们 也 没有 证 
明 任 何 数 是 1,000,000 个 素数 之 和 。…… 然而 ,我 们 证 明了 这 个 问 
题 不 是 攻 不 动 的 ，…… 。” 这 就 是 说 ， 他 们 创造 的 加 法， 消除 了 人 
们 对 研讨 哥 德 巴赫 猜想 的 悲观 情绪 ， 增 进 了 解决 此 问题 的 必 胜 信 
心 。 事 实 上 , 圆 法 为 人 们 解决 哥 德 已 赫 猜想 找到 了 -- 个 有 效 途 径 ? 
为 下 一 个 突破 创造 了 良好 的 条 件 ， 同 时 ， 它 在 解决 数论 中 的 其 他 
难题 中 也 发 挥 了 积极 作用 。 

1937 年 ， 苏 联 数学 家 维 诺 格拉 打 夫 (H; M: BraovpagoB) 在 
“ 圆 法 ”的 基础 上 ， 四 加 上 他 独创 的 “三 角 和 和 估计 方法 ”, 去 掉 了 
弱 型 广义 黎 曼 猜想 的 前 提 ， 证 明了 ， 每 一 个 充分 大 的 奇数 都 是 三 
个 奇 素数 之 和 ， 且 有 浙 近 公式 (8) 成 立 。 后 来 ,有 人 用 别 移 分 析 方 
法 ， 也 “无 前 担 ” 地 证 明了 这 个 结果 。 这 些 大 奇数 究竟 有 多 大 ? 
它 比 1 后 面 带 上 几 十 万 个 零 还 要 大 。 这 虽然 是 一 个 天 文 数字 ,但 剩 
下 的 数 总 是 有 限 的 ， 原 则 上 总 是 可 以 一 一 验证 的 。 由 无 限 转化 到 
有 限 ， 这 是 一 个 重大 突破 ， 因 此 猜想 (了 ) 算是 基本 解决 了 。 这 一 
结果 通常 叫做 哥 德 巴赫 一 维 诺 格 拉 打 夫 定 理 ， 简 称 三 素数 定理 。 

维 诺 格拉 采 夫 是 怎样 证 明 三 素数 定理 的 呢 ? 

1935 年 ，Page 证 明了 

定理 4.31 设 整 数 4 宇 3， 则 对 所 有 实 的 非 主 特征 和 modaO， 


I IE 
L(o0,z) 409, 

定理 4.32 ” 设 整数 4 之 1，z 是 模 9 的 实 特征 , 则 对 任 一 给 的 e> 
0， 一 定 存在 一 个 常数 c= c(e)>0， 使 得 E(s，z) 的 非 实 零点 8 , 满 


当 0 之 1 一 


O ”特征 x( 4) 是 属于 模 g， 记 作 X( 4)modg, 模 g 的 特征 x(4) 称 模 g 的 主 特 征 ,其 他 
的 所 有 特征 都 称 为 非 主 特征 。 
© Za,x) 为 了 函数 。 
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由 上 述 两 个 定理 可 推出 胡 应 的 算术 级 数 中 素数 分 布 的 如 下 两 
个 定理 。 
定理 4.33 ” 设 >>2， 则 对 于 任意 固定 的 正 数 4 之 1， 及 任意 的 


Na, d, 
1xqxlog^z, (l, q)= 1, 
有 渐 近 公式 
plz; qg, D = LX +o (rere is), 


$€Cq) 


z(,q,D- áo t o(re^': Miogs) 


成 立 ， 其 中 常数 cs 依赖 于 4， 有 是 o 常 数 是 一 绝对 常数 , c, 是 不 能 实 
际 计算 出 的 常数 。 

定理 4.34 i3, MWANA 的 Bascu, WERK- 
“例外 模 ”"4 一 一 这 些 q 一 定 是 某 一 个 可 能 存在 的 qo (a, log^y (log 
logy)-*) 的 倍数 一 一 以 外 ， 当 (4q， 让 = 1 时 ， 有 如 下 式 成 立 ， 


i i 一 一 一 logs 
z(z,q,D- lim, o(ze-*/ 919) 4 o(ze7 ** ior), 


$(q) 
其 中 ， 大 o 常 数 及 cs 都 是 绝对 的 可 计算 的 常数 。 
上 述 两 个 定理 之 一 可 推出 如 下 结果 。 
定理 4.35 对 于 奇数 N 表 为 三 个 奇数 之 和 的 表 法 个 数 TCN) 有 
渐 近 公式 
21 N? N? 
T(N)- 3^5 ODE *o( mL 
其 中 ，RsCN) 为 (9) 式 所 示 ， HR, 


维 诺 格拉 采 夫 成 功 地 创造 了 素 变数 三 角 和 个 计 方 法 ， 证 明了 
哈代 、 李 特 温 特 关于 三 角 和 SCa，N) 性 质 的 猜测 , 即 , 他 证 明了 ， 
适当 选取 M，t， 当 4 EE 时， 有 


Sc, N) < N 


log?N* (10) 
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由 此 易 推出 
LN [uu N? 
T, Qo «geil [S*(a, N)|da« 


log*N? 


这 就 表明 T,CN) 对 TICN) 来 说 是 可 以 忽略 的 次 要 项 ， 从 而 就 证 明 
了 三 素数 定理 。 

维 庶 格 拉 茶 夫 处 理 基 本 区 间 E1 上 的 积分 用 的 是 分 析 方 法 , 而 
处 理 余 区 间 E, 上 的 积分 用 的 是 非 分 析 方 法 。 这 种 方法 上 的 不 一 至 
性 就 导致 了 数学 家 去 探索 用 分 析 方 法 得 到 线性 素 变 数 三 角 和 SCa， 
入 ) 的 估计 式 (10)。1945 年 ，IO. B. 列 尼克 提出 了 所 调 工 函数 零点 
密度 估计 方法 ， 他 利用 这 个 方法 证 明 估计 式 (10)， 从 而 使 三 素数 
定理 给 出 一 个 完全 有 意义 的 分 析 法 证 明 。 他 的 这 一 方法 解决 了 解 
析 数 论 中 的 许多 问题 。 这 种 协调 一 致 的 方法 上 的 思考 是 一 种 数学 
: 美的 追求 。 由 于 数学 美的 驱 驶 ， 促 使 数学 家 去 创造 新 的 方法 。 而 
”创造 的 新 方法 ， 又 为 解决 更 广泛 的 一 类 问题 提供 新 的 工具 。 由 此 
看 来 ,追求 数学 上 的 美 是 丰富 和 发 展 数 学 的 一 种 不 可 忽视 的 动力 。 

维 详 格拉 东 夫 创造 的 估计 三 角 和 的 方法 是 解析 数论 中 的 强 有 
力 的 工具 ， 应 用 这 一 方法 ， 获 得 了 解析 数论 中 许多 重要 结果 ， 为 
数论 的 发 展 起 到 了 重要 的 推进 作用 。 

三 素数 定理 证 明了 。 接 下 去 一 个 很 自然 的 想法 就 是 再 推广 这 
一 结果 。1938 年 ， 我 国 著名 的 数学 家 华罗庚 证 明了 如 下 定理 。 

定理 4.36 对 任意 给 定 的 整数 ,使 每 一 个 充分 大 的 奇数 都 可 
RA 

Pi DV P,*, 

其 中 了 P1，P,， 了 ,为 奇 素数 。 

特别 ” 当 &= 1 时 ， 就 是 三 素数 定理 。 

男 一 个 自然 的 想法 就 是 在 定理 中 再 加 些 限制 条 件 进行 讨论 。 
在 前 面 的 例子 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 一 个 奇数 分 成 三 个 奇 素数 之 和 
是 不 唯一 的 ,同一 个 奇数 ， 有 的 分 解 成 的 三 个 奇 素数 相差 比较 大 ， 
有 的 分 解 成 的 三 个 奇 素数 差不多 一 般 大 。 因 此 ,可 提出 如 下 问题 ， 

一 个 充分 大 的 奇数 表 为 三 个 几乎 相等 的 奇 素数 之 和 。 
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本 世纪 五 十 年 代 开 始 研究 这 一 问题 ， 答 案 是 肯定 的 。 

对 于 一 个 猜想 ， 如 果 加 上 限制 条 件 ， 还 难以 推出 结论 ， 就 把 
结论 再 减弱 ， 这 也 是 解决 猜想 的 一 种 重要 途径 。1923 年 ， 哈 代 、 
李 特 温 特 ， 得 到 了 如 下 的 假设 性 结果 ， 如 果 广 义 黎 曼 猜测 成 立 ， 
那么 几乎 所 有 的 偶数 都 能 表 为 二 个 奇 素数 之 和 ， 即 有 如 下 定理 。 

定理 4,37 车 以 E(x) 表示 不 超过 z 且 不 能 表 为 二 个 奇 素数 之 
和 的 偶数 个 数 ， ÆGRHOT, 则 有 

E(z)«zsi*', 
其 中 e 为 一 任意 小 的 正 数 。 

维 诺 格拉 采 夫 证 明 三 素数 定理 之 后 不 久 ， 库 尔 浦 特 〈J. G. 
Corput)， 楚 德 可 夫 ( 了 上.C.JdygakoB)， 艾 斯 特 曼 (T. Estermann), 
苗 尔 泊 龙 CH .Heilbronn) 及 华罗庚 ， 利 用 维 诺 格拉 术 夫 的 思想 方 
法 ， 几 乎 同时 证 明了 如 下 定理 。 

定理 4.38 UTEANERA 有 


E(x)«-——- os Ag 


下 面 把 这 一 定理 的 证 明 思 想 简 述 如 下 。 

我 们 把 能 够 表 为 二 个 奇 素数 之 和 的 偶数 称 为 哥 德 巴赫 数 ， 而 
把 不 能 馆 表 为 二 仿 柱 素数 之 和 的 偶数 称 为 非 哥 德 巴 替 数 。 所 有 不 
超过 xz 的 非 哥 礼 书 雷 数 所 组 成 的 集合 及 其 个 数 均 用 E(x) 表 示 。 
BECz) 亦 称 作 苛 德 巴赫 数 的 例外 集合 。 于 是 ， 对 于 偶数 的 哥 德 巴 替 
狂想 就 是 要 证 明 ， 

Hra, A 

E(x) - 2, 

谈 ? 为 充分 大 的 正 数 ， 以 DC(n，z) 表 示 方 程 

n-2pi*Pi, 2i «t, 2LP <T 
的 解数 。 显 然 ， 当 p 委 4 时 ， 或 4>2z 时 ， 恒 有 


Q FALE, x) ART AGHEOCTRARS = 二 上 ， 这 就 是 广义 繁 归 假设 ， 
集 记 作 GRH。 
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D(n, z)-0, 
RB, d 

D(n, 2)»0, 
Wn—3E & HE E PU RE 


设 Sa, )= X e(ep)， 则 显然 有 


<ta 
D(n, 2) - | se, z)e(—an)da, ` 
0 
设 M-log'z, r-27!, A» 9 为 待定 正常 数 ,对 于 这 样 的 M， 
T， 可 以 确定 基本 区 间 El 和 余 区 间 E,。 于 是 ， 有 
D(n,z)z [sco« — an)da - D,(n,z) +D, Cn,2) 


RP Dine) =f S?(a,z)e( - an)da = | Tsiene — an)da, 
B, 2L 
$1(2,2)- f. z),8€ Ej, 
0 c € E,, 


D:;(n, z=| S?(a, x)e(—an)da 


= fisi, z)e(— an)a, 


S,(a, x)= (n 2), 0€ E,, 


0 CCE;, 
如 果 能 够 证 明 
[DiQn, £)|7|D,(n, z)|, (11) 
那么 一 定 有 
D(n, x)70, 


因而 "就 一 定 是 哥 德 巴赫 数 。 利 用 维 诺 格拉 茶 夫 证 明 三 素数 定理 的 
思想 及 如 下 关系 式 


了 1Diooo1= 全 sealda= 


* 124 9 


=f Sila, z)|'da, 
Ei 


5 |D.G,21* = f'7*15ce, 2)|*da 


f, is:(w 2)|da, 
就 可 证 明 ， 几 乎 对 子 所 有 不 超过 z 的 偶数 mn， 都 有 (11) 式 成 立 。 
这 样 一 来 ， 对 于 任意 给 定 的 正 数 4， 区 间 ( 志 ,= | 中 的 偶数 m， 
除了 可 能 有 


cc 
log^x 
个 例外 值 外 ， 恒 有 
[Di(n, 25|7 |D,(n, x)| 


成 立 。 若 以 Bl(z) 表 示 区 间 ( 志 ，z ode Ea PUB AH C 
由 此 立即 推出 


E,(r)« T 


log4r ° 
这 样 就 推出 了 定理 4.38 成 立 。 

定理 4.38 是 利用 圆 法 和 维 诺 格拉 朱 夫 思想 给 予 证 明 的 。 当 一 
个 强 有 力 的 思想 问世 之 后 。 数 学 家 很 快 就 会 接受 过 来 ， 从 而 大 大 
推进 对 于 偶数 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 。 研 究 犹 想 一 方面 要 创造 新 的 
方法 , 另 一 方面 也 应 对 科学 发 展 有 强烈 的 敏感 性 ,把 其 它 创 造 的 新 
思想 新 方法 移植 到 自己 所 研究 的 问题 上 来 。 这 样 才 会 给 研究 工作 
带 来 生气 勃勃 的 新 局 面 ， 做 出 具有 重大 意义 的 成 果 。 

对 于 一 个 猜想 得 到 一 个 较 弱 结果 之 后 ， 再 向 较 强 的 结果 一 步 
步 逼 近 ， 这 是 解决 猜想 又 一 个 重要 途径 。 

1972 年 ， 文 汉 (Vanghan) 证 明了 

定理 4.39 存在 正常 数 c， 使 

E(z)«zexp( — cv logt), (12) 
1975 年 ，Montgomery 和 Vanghan 进一步 改进 了 (12)， 得 到 
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定理 4.310 ”存在 一 个 可 计算 的 绝对 正常 数 4， 使 得 
Eleje! i, 
为 了 证 明 这 一 结果 ， 儿 乎 用 到 了 并 函数 零点 分 布 的 全 部 知识 ， 
并 且 把 大 第 法 应 用 于 对 圆 法 中 基本 区 间 的 讨论 。 
1979 年 ， 我 国 两 名 著名 的 数学 家 陈景润 和 潘 承 洞 定 出 常数 
4>0.01。 这 是 目前 对 于 例外 集合 E(Gz) 的 阶 的 估计 最 好 的 结果 。 


QU) MEN 


为 了 证 明 把 一 个 偶数 拆 成 两 个 奇 素数 之 和 ， 我 们 探讨 与 此 问 
BARREME RA, 

把 一 个 偶数 拆 成 两 个 数 4 与 5 之 和 ， 其 中 a 是 一 个 不 超过 a 个 素 
因子 的 数 ，b 是 一 个 不 超过 8 个 素 因 子 的 数 。 

这 样 两 个 数 称 为 殖 素 将 , 记 作 (a+D)。 哥 德 巴赫 猜想 就 是 要 证 
明 (1+1)。 通 过 逐步 减少 素 因 子 的 个 数 的 办 法 来 寻求 解决 猜想 
《4) 的 途径 ， 第 法 就 成 了 -一 个 强 有 力 的 工具 。 

得 法 是 寻求 素数 的 一 个 古老 的 方法 。 这 个 方法 是 两 千 多 年 前 
古 希腊 学 者 爱 拉 托 斯 (Eratcsihenes， 大 约 公元 前 230) 所 创造 的 ， 
称 爱 拉 托 斯 第 法 。 用 此 方法 可 造 出 不 超过 已 知 数 N 的 素数 ， 现 在 
叙述 如 下 、 

写 出 数 1，2，…，N， 在 这 一 列 数 中 第 一 个 大 于 1 的 数 是 素数 
2。 从 数列 中 划 掉 2 以 外 的 所 有 2 的 倍数 。 接 着 2 的 第 一 个 没有 被 划 
掉 的 数 是 素数 3。 从 数列 中 划 掉 3 以 外 的 所 有 3 的 倍数 。 接 着 3 的 第 
一 个 没有 被 划 掉 的 数 是 察 数 5， 这 样 继续 下 去 ,就 得 到 不 超过 已 知 
数 六 的 所 有 素数 。 

这 是 一 种 原始 得 法 ， 随 着 数学 的 发 展 ， 饮 法 也 得 到 了 发 展 。 
什么 是 第 法 ?现在 用 数学 的 语言 叙述 如 下 ，. 

由 有 限 个 旦 满足 一 定 条 件 的 整数 组 成 的 集合 以 A 表 之 ， 满足 
一 定 条 件 的 无 限 多 个 不 同 的 素数 组 成 的 集合 记 为 B，z 之 2 为 任 一 
正 数 。 令 
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P(z)- [I P. 
pez 
DEB 


在 集合 4 中 ， 所 有 与 PC(z) 互 素 的 元 素 的 个 数 记 为 SC(A;B,z), 即 
SC(A;B,2)= Ta 


acA 
这 里 PCz) 就 起 到 一 个 “筛子 ?的 作用 ， 凡 是 和 它 不 互 素 的 都 被 “得 
H ,而 与 它 互 素 的 数 都 被 留 下 。 所 谓 “ 筛 法 ?其 含义 也 正 是 如 此 。 
“筛子 ?的 大 小 是 与 集合 B 及 z 有 关 。2z 傅 大， 筛子 就 愈 大 ， 被 筛 掉 
的 数 就 越 多 。SC(4;B,z) 是 集合 4 经 过 筛子 PC(z) 短 选 后 所 剩 下 的 元 
素 的 个 数 。 我 们 称 S(A;B,z) 为 第 函数 .显然 ,第 法 的 目的 就 在 于 对 
于 第 函数 要 了 如 指 掌 , 因 此 研究 第 函数 的 性 质 及 其 作用 就 成 为 “得 
法 ?中 的 基本 问题 ,而 其 中 最 重要 的 问题 之 一 就 是 估计 旬 函 数 S(A， 
B,z) 的 上 界 和 正 的 下 界 。 
设 4 是 一 由 有 限 个 整数 组 成 的 集合 (元素 可 重复 ) ，B 是 一 个 
无 限 多 个 素数 组 成 的 集合 。 再 设 2 宇 2 是 任意 实数 ， 并 令 
P(z)- II». 


吻 知 第 函数 具有 如 下 简单 性 质 ， 

i) S(A;B,2) « | AIO, 

ii) S(A,B,2):20; 

ili) S(A;B,2,) 2 SCA,B,2,), 22423 
iv) S(A;B,z)- > È nd) 


acAd '(a,pe 


= X ud)|A,, (1) 


dj? e) 
其 中 4 表示 集合 4 中 所 有 能 被 q 整 除 的 元 素 所 组 成 的 子 集合 。 
解决 一 个 具体 问题 ， 就 是 归结 到 所 给 的 问题 如 何 与 第 函数 发 
生 联 系 。 现 在 把 第 函数 与 命题 (a + 5b) 的 联系 叙述 如 下 。 
设 N 为 一 大 偶数 ， 取 集 合 
1 有 4 1 表示 有 限 集合 A 的 元 率 的 个 数 。 
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A-A(N)D « {nN — n) .1« nx N), 
BUR ACEAUUEI SE OHIONB. Baia, NU- NU 。 如果 能 证 明 
第 函数 . 
S(A, B, N!)»0, 
则 显然 就 证 明了 命题 (a +a)， 其 中 
a- [^71 4 是 正 整数 
[A] 4 不 是 正 整数 
特别 ， 当 = 2 时 ， 这 就 证 明了 命题 (1+ 1)。 
另 一 方面 ， 若 求 得 SCA，B， NU NA ER, 那么 我 们 就 相应 
地 得 到 一 个 大 偶数 表 为 二 个 素 因 子 个 数 不 超 过 a 个 数 之 和 的 表 法 
个 数 的 上 界 。 
如 果 我 们 取 集 合 
CzC(N) - (N- P, PN), 
能 证 明 第 函数 
S(C, B, N!!! )>0, 
则 显然 证 明了 命题 (1+a)。 同 样 ， 若 求 得 SCC，B，N11:) 的 一 个 
上 界 ， 那 么 ， 我 们 也 就 相应 地 得 到 了 偶数 表 为 一 个 素数 与 一 个 素 
因子 不 超过 a 个 数 之 和 的 表 法 的 上 界 。 
由 上 述 可 知 ， 命 题 (a + 6) 和 求 第 函数 的 正 下 界 与 上 界 这 一 问 
题 密切 相连 的 。 其 中 z 不 能 取得 太 小 (相对 来 说 )， 一 定 要 取 Ni 
那么 大 的 阶 。 显然 /取得 越 小 越 好 。 如 果 一 个 第 法 理论 仅 能 对 较 小 
的 z (比如 取 logN) 才能 证 明 得 函数 有 正 的 下 界 估计 ， 那么 这 种 得 
法 理论 对 我 们 所 讨论 的 问题 是 无 用 的 。 十 老 的 第 法 正 是 这 样 的 。 
因此 ， 要 想 解决 我 们 的 问题 ， 必 须发 展 已 有 的 第 法 ,由 (1) 式 可 以 
看 出 ,第 函数 S(4;B,z) 的 估计 和 集合 A ;d/P(z) 有 关 。 如 果 对 于 给 
定 的 集合 A 及 B， 我 们 适当 选取 一 个 正 数 z>>1, 及 一 非 负 可 乘 函 数 
old), Ud)*0, (d, B)=10, 
并 设 
© 电表 示 所 有 不 属于 B 的 素数 组 成 的 集合 。 设 bh 是 一 整数 集合 ,a 为 一 整数 ，(d， 
内 ) = 1 表示 qd 和 kh 中 每 一 个 数 都 互 素 。 
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n A - S Dx, (2) 


我 们 的 目的 就 是 用 9 7 x ete A 我 们 要 求 就 某 种 平均 意义 上 


来 说 ， 使 误差 项 rs 尽 可 能 地 小 。 怎 样 效 取景 好 的 和 wd)， 这 由 
集合 4 的 性 质 来 确定 。 
由 (C1) 及 (2) 有 


S(A;B,z)= ,之 ae + © ud)rd 
x) 


dipa) 


Db 
oil) ， " 
= XITG- Su 2)44 [rais leix1lo 
PX P 
PEB 


当 z 相 对 于 X 并 不 是 很 大 时 , 余 项 的 项 数 之 1, 即 PCz) 的 除数 个 
l$ (z) 


数 就 可 能 很 大 ， 例 如 取 P(Cz) = T[ P， 则 当 z>1log 和 时 ， 余 项 的 项 
Pz 


数 就 大 于 了， 这 样 就 不 可 能 得 到 有 用 的 估计 。 这 种 方法 仅 当 z 很 小 
时 ， 例 如 zloglog 全 ， 才 有 效 。 这 就 是 所 说 的 爱 拉 托 斯 第 法 。 这 
种 第 法 在 理论 上 是 无 用 的 ,因为 数论 问题 所 需要 的 是 z 相 对 于 X 来 
说 是 较 大 的 情况 。 于 是 在 1920 年 前 后 , 布 伦 (Brun) 首 先 对 爱 拉 托 
斯 秘法 作 了 重大 改进 。 布 伦 利 用 他 的 方法 证 明了 命题 (9+ 9)。 由 
于 这 一 方法 获得 了 对 于 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 重大 成 果 ， 这 就 开辟 
了 人 们 利用 得 法 研究 猜想 (4) 及 其 他 数论 问题 的 新 途径 。 这 种 方 
法 叫 布 伦 第 法 。1950 年 前 后 , WAR ELE CA .selberg) 对 爱 拉 托 斯 第 
法 ， 利 用 求 二 次 型 极 值 的 方法 ， 作 了 另 一 个 重大 改进 。 这 种 方法 
叫做 谢 尔 白 格 方法 。 用 该 种 方法 ， 得 到 了 筛 函数 的 上 界 估计。 这 
两 种 方法 共同 点 在 于 设法 控制 余 项 的 项 数 ， 使 从 余 项 所 得 的 估计 
相对 立项 来 说 可 以 忽略 不 计 ， 同 时 也 要 使 主 项 得 到 尽 可 能 好 的 估 
计 。 

把 命题 (a+ 68) 和 对 一 个 第 函数 的 估计 直接 相 联 系 ， 这 样 得 到 
的 结果 是 较 弱 的 。 要 得 到 较 强 结果 ， 还 要 设法 通过 另 一 途径 来 改 
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NUBE. 19414p, pii (Kuhn) 5/5 HL IB Y Br BUR IET eK 
数学 家 对 各 种 形式 的 “加 权 筛 法 ”进行 了 研究 ， 从 而 使 得 法 的 效 
用 越 来 越 大 ， 所 获得 的 结果 也 就 得 到 不 断 的 推进 。 

证 明 命 题 (a + 5) 的 历史 进展 可 概述 如 下 ， 

1920 年 ， 布 伦 证 明了 命题 (9 + 9)， 

1924 年 ， 拉 德 马 蛤 尔 证 明了 命题 (7 +7)， 

1932 年 ， 爱 斯 斯 尔 曼 证 明了 命题 (6 + 6)3 

1937 年 ，Ricci 证 明了 命题 (5+7),(4 -90,C3 c 150 DLE (2 + 
3665; , 
1938 年 ， 布 赫 斯 塔 勃 证 明了 命题 (5+5); 

1939 年 ， 塔 鲁 塔 柯 夫 斯 基 及 1940 年 ， 布 替 斯 塔 勃 都 证 明了 命 
Ri C4 4), 

1941 年 ， 库 因 提 出 了 “加 权 筛 法 ”, 后 来 证 明了 命题 Ca+ 50)， 
其 中 e+D<6; 

以 上 的 结果 都 是 利用 Brun 第 法 得 到 的 。 以 下 的 结果 都 是 利用 
Selberg 第 法 得 到 的 。 

1956 年 ， 王 元 证 明了 命题 (3 + 4) 

1957 年 ， 维 诺 格 拉 灯 夫 证 明了 命题 (3 + 3) 

1957 年 ， 正 元 证 明了 命题 (2 + 3) 以 及 命题 (a+ 5)， 其 中 a+b 
<5, 

为 了 证 明 命题 (1+ 刀 ， 需 要 估计 得 函数 SCB，P，2)7。 当 估计 
筛 函数 的 上 界 与 下 界 时 ， 需 要 对 主要 项 进行 计算 ， 对 余 项 进行 估 
计 。 但 在 余 项 的 估计 上 存在 很 大 困难 。 这 实质 上 ， 就 归结 到 估计 
下 面 的 和 式 ， 


A 2 | -Y 
RC, m= 之 wGDmax max ， Qd, D- 365. 
对 于 这 一 和 式 进行 估计 ， 需 要 利用 复杂 的 解析 数论 方法 。 

1948 年 ,匈牙利 数学 家 AA.Renyi 利 用 列 尼 克 所 创造 的 大 第 法 ， 
研究 了 工 函 数 的 零点 分 布 ， 从 而 证 明了 ， 一 定 存在 一 个 正 数 1 ,> 


0， 使 对 任意 一 个 正 数 9?<m。 及 任意 正 数 4， 有 估计 式 
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Rz, Dez C) 


成 立 。 进 而 利用 布 伦 第 法 和 这 一 结果 证 明了 (1 + 8)。 
利用 上 述 方 法 确定 常数 n。， 将 是 很 小 的 ， 而 5b 将 是 很 大 的 。 我 
们 希望 2 越 小 越 好 ， 这 就 需要 改进 方法 ,以 便 定 出 尽 可 能 大 的 To。 


1962 年 ， 潘 承 洞 证 明了 当 mo = 村 时 ， 上 面 的 估计 式 (*? 成 立 ， 


从 而 证 明了 (1 +5)。 
1962 年 ， 王 元 从 进一步 改进 得 法 着 手 ， 由 mo = 二 推出 了 命题 
(1+ 人 7。 同时 还 所 得 9% 和 8 间 的 一 个 非 显然 联系 ,从 而 分 别 推出 全 
题 C(1+4) 和 (1+3)。 
1962 年 , 潘 承 洞 及 1963 年 ,Gappa8 互相 独立 地 证 明了 ?7。= Y 
时 ， 估 计 式 (*) 成 立 ， 并 利用 较 简单 的 第 法 证 明了 命题 (1 + 4)。 
19654746 ME Hh m, = 二 推出 了 命题 (1+ 3)。 


1966 年 ， 陈 景 润 宣布 他 证 明了 命题 (1 + 2)，1973 年 ， 他 给 出 
该 命题 的 详细 证 明 。 陈 景 润 之 所 能 使 哥 德 巴赫 猜想 研究 推进 一 大 
步 ， 是 由 于 他 提出 了 新 的 加 权 函 数 。 对 于 同一 个 问题 ， 选 取 不 同 
的 权 函 数 ， 就 可 以 得 到 不 同 的 结果 。 当 权 函 数 p(c) = 1 时 ,可 得 到 


命题 (1 +4)， 取 p(a) = 1- Loco, 就 得 到 命题 (1+3)， 而 取 


pa) 1- FP1(0) = 3p2C0), 


就 证 明了 命题 (1+2)。 由 此 ， 我 们 可 猜想 ， 是 否 可 用 选取 不 同 的 
权 通 数 ， 去 证 明 命题 (1 + 1) 呢 ? 可 是 按 此 方向 考虑 问题 是 否 能 走 
通 ， 到 目前 为 止 ， 还 看 不 出 有 什么 眉目 。 
通过 命题 (a + D) 研 究 过 程 的 简单 概述 ， 使 我 们 看 到 ， 受 推进 
对 猜想 研究 的 结果 ， 应 在 对 已 取得 成 果 的 基础 上 ， 对 所 用 的 方法 
作 些 不 同方 向 上 的 改进 和 突破 。 方 法 的 改进 和 突破 是 在 猜想 的 研 
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究 中 产生 的 。 方 法 和 成 黑 是 相辅相成 的 ， 因 此 ， 我 们 对 于 猜想 的 
研究 ， 应 从 不 同 的 角度 加 以 探索 ， 这 样 不 但 有 利于 猜想 本 身 的 解 
决 ， 而 且 在 解决 猜想 的 过 程 中 还 可 以 大 大 丰富 数学 内 容 ， 促 使 数 
学 理论 的 发 展 。 
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五 、 地 图 着 色 
与 四 色 猜 想 


在 地 图 染色 的 实际 工作 中 ， 提 出 了 一 个 著名 的 数学 难题 一 一 
四 色 猜 想 。 这 一 问题 提出 后 ,数学 家 经 过 一 百 多 年 的 研究 与 探索 ， 
于 1976 年 ， 借 助 于 电子 计算 机 才 给 出 了 证 明 ， 从 而 使 四 色 猪 想 转 
化 成 四 色 定 理 。 这 是 一 个 变动 整个 数学 界 的 重大 事件 。 从 思想 方 
法 的 角度 对 这 一 事件 作 一 分 析 , 无 疑 是 有 重要 价值 和 启发 意义 的 。 


(一 ) 四 色 猜 想 的 提出 


1, fr A m m f SR 2 


REL 3 MEACESOERAO ONE SCDUCE S p S 
"no mE 6. fE—IRBE E, HE PEX, ABEN 
TRES SOS. PETAK HK 9125 28 JL DRE RR, 
SUE ESUSC 03) B] MB DE £y XE, BD EE DICUETH AD BE CIS JE I] p 
Be. iH PLBSEEPTESUHA. IHTHIAXPSTSACLHHPS -RA 
Jti ES 3E 2,8 DU EH AB RS, fe] Ep 3X HL URS ECT XE GB 9) 
的 ， 不 包括 一 个 国家 分 成 几 个 区 域 的 情况 。 

作 了 上 述说 明之 后 ， 现 在 要 问 ， 画 一 张 彩色 地 图 ， 不 管 有 多 
少 国家 ， 也 不 管 这 些 国家 处 在 怎样 的 地 理 位 置 上 ， 最 少 需要 几 种 
Bet 
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经 过 大 量 的 试验 ， 画 任何 一 张 彩色 地 图 ， 只 要 由 种 颜色 就 足 
够 了 。 这 就 是 地 图 四 色 问 题 ， 亦 称 “ 四 色 猜 想 ”"。 这 个 问题 的 提 法 
很 简单 ， 甚 至 连 不 识字 的 老 太 太 也 能 听 懂 ， 但 机 证 明 这 一 玺 测 ， 
一 百 多 年 来 却 绞 尽 了 许多 数学 家 的 脑汁 。 直 到 1976 年 ， 才 由 美国 
数学 家 用 电子 计算 机 证 明了 它 。 从 而 四 色 问 题 就 转化 成 了 四 色 定 
理 。 不 借助 于 电子 计算 机 ， 至 今 尚 无 人 用 纯粹 的 数学 手法 给 出 其 
证 明 。 


2, 先 生 问 学 生 和 学 生 问 先生 


1840 年 ， 默 比 乌 斯 (A. F. Mibius，1790 一 1868) 给 学 生 讲 ， 
在 平面 上 很 容易 指出 四 个 区 域 ， 其 中 每 两 个 区 域 都 有 一 个 公共 的 
边界 线 ， 并 要 求学 生 证 明 ， 在 平面 上 决 不 可 能 指出 五 个 区 域 都 具 
AERE. MTER, TERRES ME 
平面 或 球面 上 的 每 张 地 图 都 可 以 用 四 种 颜色 着 色 ， 使 得 有 公共 边 
界 的 每 两 个 国家 都 可 用 不 同 的 颜色 来 着 色 。 第 一 个 明确 提出 四 色 
问题 的 是 一 位 大 学 生 ， 名 叫 弗 兰 西 斯 。 古 特 里 。1852 年 ， 弗 兰 西 
斯 和 他 哥哥 弗 雷 德里 克 同 在 伦敦 上 学 。 他 和 写 信 给 哥哥 ， 指 出 每 张 
地 图 上 的 国家 总 能 用 四 种 颜色 着 色 ,使 相 邻 国家 的 颜色 都 不 相同 。 
这 一 问题 能 否 用 数学 方法 证 明 ? 哥哥 回答 不 了 弟弟 提出 的 问题 ， 
就 去 问 他 们 的 老师 、 著 名 数学 家 A. 德 摩根 (A. DeMorgan, 1806 
一 1871) 教 授 。 但 A. 德 摩根 也 无 法 判定 这 一 猜想 的 真 伪 性 。 于 是 ， 
他 又 写 信 给 他 在 三 一 学 院 的 好 友 、 著 名 数学 家 和 物理 学 家 哈密 顿 
CW. K. Hamilton, 1805—1865). 他 在 信 中 写 道 ,“ 我 的 一 个 学 生 
今天 要 我 为 他 提供 一 个 充分 的 理由 ， 来 说 明 一 件 我 自己 还 无 法 判 
明 究 竟 是 对 还 是 错 的 事实 。 他 说 ， 如 果 画 一 张 图 ， 图 上 任意 分 成 
许多 部 分 ， 凡 是 有 共同 边界 线 的 两 个 部 分 都 要 涂 上 不 同 的 颜色 ， 
那么 ， 大 概 和 需要 四 种 颜色 ， 而 不 需要 更 多 的 颜色 就 可 以 了 ,请 问 ， 
难道 不 能 构造 出 一 个 需要 五 种 或 者 更 多 种 颜色 的 图 汉 ?” 

哈密 顿 对 这 一 问题 也 没有 给 出 确切 的 回答。 从 这 封 信 可 以 看 
出 ， 当 时 德 摩根 对 四 色 猜想 是 持 怀 疑 态度 的 。 经 过 探索 ， 他 证 
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BET. 五 个 国家 不 能 每 个 都 和 其 余 的 相 邻 。 这 一 结果 又 使 他 相信 
永远 不 需要 五 种 颜色 ， 因 而 四 色 猜 想 是 对 的 。 但 是 ， 地 图 上 不 能 
有 五 个 彼此 相 邻 的 国家 的 论据 并 不 能 成 为 四 色 犹 想 的 证 明 。 不 然 
的 话 , 如 果 六 个 国家 中 没有 四 个 国家 是 每 个 都 和 其 他 三 个 相 邻 ,就 
不 需要 四 种 颜色 着 色 了 。 然 而 ， 实 际 上 仍然 需要 四 种 阁 色 着 色 。 
所 以 ， 用 地 图 所 需 色 数 等 于 相 邻 国家 的 最 大 值 来 推 证 四 色 问 题 是 
不 行 的 ， 要 解决 四 色 问 题 需要 另 导 途径 。 


(二 ) 早 期 的 证 明和 五 色 定理 


1. 凯 利 的 呼吁 


1878 年 ， 英 国 著名 数学 家 凯利 (Arthur Cayle, 1821—1895) - 
在 伦敦 数学 家 会 议 上 就 四 色 问 题 作 了 报告 。 在 报告 中 ， 他 呼吁 与 
会 者 独立 地 解决 这 一 问题 。 于 是 ， 四 色 问 题 开 始 吸引 了 许多 有 才 
智 的 人 去 研究 它 ， 从 而 也 就 引起 了 人 们 的 广泛 重视 。 自 凯利 报告 
之 后 ， 各 国 所 有 数学 中 心 和 全 世界 所 有 主要 数学 杂志 都 源源 不 断 
地 收 到 关于 四 色 问 题 的 种 种 错误 证 明 。 

凯利 报告 后 的 第 一 年 ， 也 就 是 1879 年 ,发 表 了 律师 出 身 的 A. 
. 肯 普 (A. B. Kempe，1849- 一 1922) 对 四 色 问 题 的 证 明 ,1880 年 ， 
发 表 了 P. J. 人 台 特 的 证 明 。 凯利 和 其 他 数学 家 对 有 关 的 论证 没有 发 
现 什么 破绽 ， 都 十 分 满意 。 但 是 在 1890 年 ， 当 时 才 二 十 九 岁 的 年 
轻 英国 数学 家 P. J. 希 伍 德 (P. J. Heawood，1861 一 1955) 发 现 他 
们 的 证 明 是 有 漏 涓 的 。 后 来 有 许多 人 设法 弥补 其 漏洞 ， 结 果 都 失 
败 了 。 虽 然 如 此 ， 肯 普 的 文章 仍然 有 价值 ， 因 为 在 他 的 证 明 中 包 
含 了 引导 到 正确 证 明 的 绝 大 部 分 基本 概念 ， 其 中 的 思考 路 线 可 以 
用 来 获得 新 的 成 果 。 成 果 之 一 是 可 以 用 肯 普 的 思考 路 线 来 证 明 五 
五 色 定 理 。 
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2.5 BEA (S 


希 伍德 以 其 毕生 精力 来 研究 四 色 问 题 。 他 虽然 没有 最 后 解决 
这 一 问题 ， 但 他 发 表 过 好 几 篇 重要 的 论文 。 他 证 明了 任何 地 图 只 
要 五 种 频 色 就 够 了 ,也 就 是 地 图 的 五 色 定理 ， 或 者 叫 希 伍德 定理 。 
更 重要 的 是 希 伍德 想 从 考察 一 般 曲 面 的 着 色 问 题 来 进攻 平面 四 色 
问题 。 希 伍德 研究 了 更 复杂 的 曲面 上 的 地 图 着 色 问题 。 他 证 明了 
每 张 环 面 地 图 都 可 以 用 七 种 额 色 着 色 ， 以 使 任何 两 个 相 邻 国家 都 
不 会 染 上 同一 颜色 。 如 果 全 的 方法 能 用 于 平面 ， 那 就 会 提供 四 色 
猜想 的 证 明 。 可 惜 这 种 解决 方法 只 适用 于 更 复杂 的 曲面 ， 而 不 适 
用 于 简单 的 平 测 或 环 面 ,这 表明 一 定 的 方法 具有 一 定 的 适用 范围 ， 
方法 的 运用 是 有 条 件 的 。 

环 面 是 只 有 一 个 “ 洞 ”的 车 闭 曲 耐 ， 由 少 到 多 ， 对 子宫 个 “ 洞 ” 
的 情况 ， 例 如 有 四 个 “ 洞 " 锥 封 妆 曲面 ， 又 有 怎样 的 结论 呢 ? 一 般 
地 。 希 伍德 推测 ， 

在 有 P 之 1 个 洞 的 封闭 洁面 上 ， 足 以 为 任何 地 图 着 色 的 最 小 色 
数 等 于 

M,- 


?, 


其 中 [x] 表 示 取 x 的 整数 部 分 。 特 别 是 ， 当 了 = 1 时 ，M = 7。 这 正 
是 环 面 的 结论 。 

后 来 ， 德 国 数学 家 G. 林 格 尔 用 这 个 推测 ， 首先 证 明了 ;足以 
为 任何 一 张 有 p>>I 个 “ 洞 ?的 封闭 曲面 地 图 着 色 的 真正 最 小 色 数 N， 
永远 也 不 会 超过 “ 希 伍 德 数 ?M,， 上 是 有 |N, -~ M,| <2。 以 后 , 美国 
数学 家 U. T. 杨 斯 进一步 证 明了 |N, =- M,| <<1, 而 希 伍德 的 假设 对 
于 不 同 于 球面 的 “几乎 一 切 " 封 闭 曲 面 都 是 成 立 的 。 最 后 ， 于 1974 
年 ， 林 格 尔 对 希 伍德 的 假设 作 了 完整 的 证 明 。 

下 面 我 们 给 出 五 色 定理 的 证 明 ,为 此 先 介绍 一 些 必要 指 知 识 。 


3, 约 当 曲线 和 欧 拉 定理 
我 们 假定 ， 在 平面 上 ， 有 有 限 个 弧 ， 将 平面 划分 为 有 限 个 区 
。146。 
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域 。 不 妨 假定 任何 两 个 弧 或 无 交点 ， 或 有 交点 。 在 有 交点 的 情况 
下 ， 或 交 于 一 个 共同 端点 ， 或 交 于 两 个 共同 端点 。 由 一 些 弧 及 其 
端点 所 构成 的 图 形 ， 叫 做 网 络 。 

约 当 曲线 定理 ; 在 平面 上 任何 一 简单 闭合 曲线 c, 把 平面 划分 
为 两 个 区 域 ， 一 个 是 有 界 的 ， 即 内 部 ， 一 个 是 无 界 的 ， 即 外 部 。 
二 者 都 以 c 为 边界 。 

证 明 ”不妨 假 定 c 是 由 有 限 个 线段 所 组 成 的 闭合 折线 .我 们 选 
择 一 坐标 zoy， 使 之 具有 如 下 性 质 ， 

(1) Cc 不 与 y 轴 相交 ， 

(2) “中 的 线段 都 不 平行 于 z 轴 。 

于 是 ， 任 一 平行 于 z 轴 的 直线 与 c 交 点 的 个 数 必 定 是 有 限 个 。 

在 平面 上 ， 任 取 一 点 P， 作 一 直线 PO / oz， 且 与 y 轴 相交 于 
Q8。PQ 与 交点 的 个 数 可 这 样 计算 ,假若 PQ 与 c 的 一 个 公共 点 不 是 
c 中 任 一 线段 的 端点 ， 那 么 该 点 算 一 个 交点 . 假若 PQ 与 c 的 一 个 公 
共 点 是 c 中 某 两 线段 的 公共 端点 ， 且 两 线段 在 PO 的 两 边 ， 那 么 该 
点 也 算是 一 个 交点 。 否 则 不 算 交 点 。 

假定 P 是 平面 上 不 在 c 上 的 点 ， 如 上 法 作 P@, 称 P 为 第 一 类 点 ; 
假若 PQ 与 c 交 点 的 个 数 为 奇数 ， 称 P 为 第 二 类 点 。 假 车 其 交 点 的 
个 数 为 偶数 ， 当 PC 平行 于 z 轴 移动 时 ， 易 见 第 一 类 点 可 以 用 不 跨 
过 < 的 映 线 结合 在 一 起 ， 第 二 类 点 亦 然 ,但 无 法 使 第 一 类 点 与 第 二 
类 点 结合 在 一 起 。 所 以 第 一 、 第 二 类 点 分 别 形 绒 了 两 个 区 域 。 因 
为 y 轴 上 的 点 是 属 第 二 类 的 ， 故 之 所 形成 的 区 域 是 无 界 的 ， 而 第 一 
类 点 所 形成 的 区 域 是 有 界 的 。 

定理 若 平 面 上 有 一 网 络 G， 将 其 划分 为 有 限 个 区 域 , 则 区 域 
个 数 等 于 1 的 一 个 充 要 条 件 是 G 中 不 存在 任何 简单 闭合 曲线 。 

: ”证 明 _ 必要 性 。 若 G 中 包含 一 个 简单 闭合 曲线 c， 则 由 上 述 定 
理 得 知 c 将 平面 划分 为 两 个 区 域 ， 故 G 将 平面 至 少 划分 为 两 个 区 
域 。 

充分 性 。 若 G 中 不 包含 任何 简单 闭合 曲线 , 将 G 中 缴 的 个 数 记 

为 n。 我 们 用 归纳 法 证 明 。 当 n= 1 时 ， 易 见 区 域 个 数 为 1。 假 定 缴 
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RDRTF, ERR, A dEuE HEB TRUST RI DC SEE E, 
由 于 G 不 包含 任何 简单 闭合 曲线 ， 我 们 由 G 中 一 端点 出 发 而 沿 G 中 
的 用 前 进 时 ， 次 不 会 再 经 过 已 到 过 的 点 ， 故 最 终 到 达 一 端点 ， 再 
也 无 法 前 进 。 这 就 是 说 ，G 中 有 一 端点 P, 它 只 是 G 中 一 个 弧 B 的 端 
点 。 我 们 去 掉 弧 BE 和 端点 P， 得 到 新 的 网 络 记 为 G/。 在 G' 中 有 
# 一 1 条 性 ， 由 假定 ， 其 区 域 的 个 数 为 1。 另 一 方面 ,平河 被 G 划 分 
所 得 的 区 域 个 数 也 是 G“ 划分 所 得 区 域 的 个 数 ， 于 是 区 域 的 个 数 仍 
然 是 1。 

欧 拉 定理 若 平 面 有 一 连接 的 网 络 G， 其 中 至 少 有 一 端点 ， 
别 工 一 三 + 站 =2， 其 中 F 开 示 G 中 区 域 的 个 数 ， 表示 弧 的 个 数 ,V 
表示 端点 的 个 数 。 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 。 先 考虑 F = 1 的 情况 。 这 时 对 EJH 
数学 妇 纳 法 。 当 E = 0 时 ， 由 假定 知 Y = 1， 于 是 有 

F-E+V=1-0+1=2, 
MRE =k k> ER, HSHEE-k-lN, EARR EX 
上 ， 设 G 是 连接 网 络 ， 其 中 F= 1，E= 上 +1。 由 上 述 定理 知 G 中 不 
包含 任何 简单 闭合 曲线 ， 于 是 G 中 存在 一 端点 P， 它 只 是 G 中 一 个 
纹 C 的 端 感 。 去 掉 弧 Cc 及 端点 P 得 到 一 个 新 网 络 G/。G’ 中 的 区 域 、 
W, WARDAH, E, V'a WE 

F’=F=1, E’ =E-1=k, V'=V-1, 
由 假定 知 

F’~E’+V’=2, 
于 是 ， 对 于 G 有 

F-E+tV=F’~E’+V’=2, 
从 而 证 明了 当 F = 1 时 ， 定 理 是 对 的 。 

如 果 假 定 F= i>1) 时 ， 定 理 真 ， 能 推出 P=i+1 时 , 定理 也 
对 ， 则 全 部 命题 得 证 。 事 实 上 , 设 G 中 F =i+1, 由 上 面 定理 知 , 其 
中 必 存 在 一 简单 闭合 曲线 c。 若 z 是 c 上 一 个 缴 ， 则 在 G 中 去 掉 e 得 
到 G 。G/ 中 的 区 域 、 缴 及 端点 的 个 数 分 别 记 为 F*、E’、V’。 由 
约 当 曲 线 定理 知 ，e 的 两 边 是 不 同 的 区 域 。 去 掉 e 后 就 会 并 成 一 个 
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区 域 ， 于 是 F/ =F~-1=i, E'SE-1, V'-V, Br, MSF- i1 
时 ， 有 
F-E*V-F'-E'«4V'z-z2, 


4. 五 色 定 理 


五 色 定理 ” 若 平面 上 有 一 连通 网 绍 C, HARAR RRA 
所 构成 ， 将 平面 划分 为 有 限 个 区 域 ， 别 我 褐 只 需 用 五 种 颜色 予以 
着 色 ， 使 任何 两 个 相 邻 区 域 有 两 种 不 同 的 颜色 。 

为 了 证 明定 理 ， 我 们 先 作 三 点 说 明 ， 

(1) 不 妨 假定 CREARNE NARRAR. 
TAA. GRE E AG 2 RI] — EE BE, ACOPERI 
du. OBL. UTRERA MLASRETSPSDCHR E 
和 否 相 邻 的 性 质 。 

(2) 不 妨 假 定 G 中 每 一 端点 是 不 多 于 三 个 缴 的 端点 。 如 车 不 
然 ，G 中 P 为 个 弧 的 端点 ， 如 图 5.13 所 示 ， 则 我 们 添加 一 个 边 
形 的 区 域 ， 使 G 变 成 G’。 在 G' 中 每 一 个 新 端点 有 三 条 弧 。 

如 果 G’ 只 需要 五 种 频 色 可 着 色 ， 那 么 G 也 是 这 样 ， 这 上 内 要 让 
原 有 的 区 域 保持 已 着 色 的 颜色 不 变 即 可 。 

(3) 如 果 G 中 有 两 个 弧 s: 和 e: 仅 有 一 个 公共 端点 P, 且 P 点 不 是 
SZAUNA, RIRE Me AFRA RAR 
es: 异 于 P 的 端点 。 这 样 改变 显然 不 影响 区 域 数 和 着 色 问 题 ,所 以 我 
们 可 以 一 直 作 下 去 ， 直 到 不 能 再 作为 止 。 

经 过 上 述 改变 之 后 ， G 中 每 一 端点 是 两 个 或 三 个 缴 的 公共 端 
点 。 车 P 只 是 两 个 弧 e1 和 es 的 公共 端 点 ， 则 sr 和 e: 有 第 二 个 公共 
端点 @。 因 为 通过 9 至 多 还 有 一 个 弧 e， 在 e1 与 ;形成 简单 闭合 曲 
线 c 的 内 部 或 外 部 。 于 是 由 于 G 的 连接 性 质 可 知道 c< 的 外 部 或 内 部 
是 区 域 之 一 。 

由 上 面 的 说 明之 后 ， 我 们 知道 任何 一 个 区 域 的 边界 是 一 简单 
闭合 曲线 ， 且 由 有 限 个 弧 构 成 。 在 G 中 ， 设 其 边界 为 个 弧 所 构成 
的 区 域 的 个 数 为 F,， 则 存在 一 正 整数 4%， 使 2 三 h<n。 
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现在 证 Fi，i= 2，3，4，5 中 至 少 有 一 个 不 为 0。 如 果 在 G 中 
存在 一 端点 P， 只 是 两 个 弧 的 公共 端点 ， 上 面 已 证 F; 关 0。 现在 考 
虑 每 一 端点 都 是 三 个 缴 的 公共 端点 。 

” ” 设 F、E、V 分 别 表示 G 中 区 域 、 纹 和 端点 的 个 数 。 


显然 有 
F=F, +P, t tFn (1) 
F 含 k 个 弧 。 由 于 每 个 弧 计 算 过 二 次 ， 所 以 有 
2E=2F, +3F,+... +nF,o (2) 
因为 每 一 端点 有 三 个 弧 ， 所 以 
2E=3V, 
由 欧 拉 定理 ， 得 到 


6F~ 6E+6V=12, 
由 (3)， 上 式 可 简化 为 ， 
6F=3V +12。 
再 由 (1)、(2) 得 
4F, +3Fs +2F, +Fs=121+F,+2Ps+... (n—6)F, 
T" (4) 
由 此 可 见 ， 在 G 中 FF， i-2, 3, 4, 5 至 少 有 一 个 不 为 0。 如 车 
不 然 ，F, = 0， 同 样 F, = F4= Fe=0， 因 此 ，(4) 式 左边 是 0, 而 右 
边 至 少 是 12， 这 是 不 可 能 的 。 
五 色 定理 是 四 色 定 理 的 减弱 命题 。 当 一 个 猜想 一 时 难于 解决 
的 时 候 ， 往 往 考虑 它 的 减弱 命题 。 先 解决 较 易 解决 的 减弱 命题 ， 
这 一 方面 可 以 丰富 数学 的 内 容 ， 另 一 方面 也 将 为 最 终 解决 猜想 积 
累 经 验 、 创 造 条 件 。 这 种 解决 问题 的 途径 其 实 不 是 别 的 ， 它 正 是 
人 的 思维 不 断 拓 深 的 一 种 具体 表现 。 正 因 其 具有 这 样 内 在 的 基础 ， 
“ 归 复 杂 为 简单 、 尔 后 再 服务 于 复杂 问题 的 解决 ?的 “ 迁 回 战术 " 才 
具有 相当 的 普遍 意义 。 


5. WE B UE gj 
在 一 张 地 图 上 ， 如 果 满 足下 面 两 个 条 件 ， 
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CD 没有 一 个 国家 包围 其 它 国家 

(2) 没有 三 个 以 上 的 国家 相遇 一 点 。 
那么 ， 这 张 地 图 ， 就 叫做 是 正规 的 。 由 上 一 节 可 知 ， 对 于 一 个 非 
正规 地 图 ， 经 过 适当 修改 后 ， 可 变 成 正规 地 图 ， 且 不 影响 着 色 及 
其 相 邻 情 况 。 因 此 ， 如 果 有 一 张 需要 五 种 颜色 的 地 图 ， 称 为 五 色 
地 图 ， 那 么 就 应 该 存在 着 一 张 五 色 正规 地 图 。 所 以 训 想 证 明 四 色 
猜测 ， 只 要 证 明 一 张 正规 的 五 色 地 图 是 不 可 能 就 行 了 。 由 上 一 节 
可 知 , 凡 正 规 地 图 一 定 有 一 国 具有 少 于 六 个 的 邻 国 。 肯 普 (Kempe， 
Arithur Bray， 英 国人 ，1849 一 1922) 注意 到 如 果 有 一 张 正规 的 
五 色 地 图 ， 就 会 有 一 张 国 数 最 少 的 地 图 , 即 “ 极 小 正规 五 色 地 图 "。 
于 是 他 提出 ， 如 果 极 小 正规 五 色 地 图 有 一 个 国家 的 邻 国 数 少 于 六 
个 就 会 有 一 张 国 数 较 少 的 正规 地 图 仍 为 五 色 的 。 所 以 也 就 不 会 有 
一 个 数 恰好 是 极 小 五 色 地 图 的 国 数 ， 因 此 没有 极 小 五 色 地 图 的 可 
能 。 肯 普 对 四 色 猜 测 证 明 的 关键 是 极 小 五 色 正规 地 图 不 能 含有 少 
于 六 个 邻 加 的 国家 。 由 于 肯 普 知道 每 张 正规 地 图 一 定 含 有 这 样 的 
一 个 国家 ， 所 以 他 断定 没有 需要 五 种 颜色 的 极 小 正规 地 图 。 因 而 
不 会 有 需 用 五 种 颜色 的 任何 地 图 。 下 面 我 们 就 来 详细 考察 他 对 有 
三 个 或 四 个 邻 国 的 国家 是 怎样 进行 证 明 的 。 

假设 一 张 极 小 五 色 地 图 有 一 国 D 恰 好 有 三 个 邻 国 &、B、C。 去 
掉 C、D 的 边界 线 ， 得 后 者 的 国家 数 比 前 者 少 , 因此 可 用 四 种 颜色 
着 色 。 若 前 者 除了 D 外 ， 都 着 上 后 者 上 的 颜色 , 则 D 可 着 以 与 其 三 
邻 国 不 相同 的 颜色 。 这 样 一 来 ， 前 者 必然 已 用 匹 种 闫 色 着 好 色 。 
这 和 五 色 的 假设 矛盾 。 

设 一 张 极 小 五 色 地 图 有 一 国 E, 恰 有 四 个 邻 国 A、B、C、D。 
在 该 图 中 去 掉 B、E 之 间 的 边界 线 ， 使 之 合并 成 一 个 国家 。 这 时 可 
用 四 种 颜色 着 色 ， 剩 下 的 合并 国 E 示 着色, 如果 E 的 四 个 邻 国 是 用 
少 于 四 种 颖 色 着 色 ， 那 么 有 一 种 颜色 可 供 选 择 , 供 余下 的 国家 用 。 
这 是 可 能 的 。 这 是 因为 在 未 着 色 的 国家 B (025 T —B8EEL CS BAT 
色 ， 例 如 A( 红 )，C( 蓝 ), 从 其 中 一 国 到 另 一 国 要 么 有 一 条 用 这 两 
种 颜色 着 色 的 邻 国 的 通道 ,要 么 没有 这 条 通道 。 从 A 到 B 这 条 通道 为 
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AFGHIC， 而 从 B 到 C 就 不 存在 这 样 的 通道 。 如 果 存 在 的 话 ， 那 么 
一 定 有 - -个 国家 是 两 条 通道 所 共有 的 ， 这 当然 是 不 可 能 的 。 因 此 
两 对 中 ， 必 然 有 一 对 不 存在 这 条 通道 。 假 设 这 对 国家 是 B 和 DD, 我 
们 选择 其 中 的 一 国 B， 把 所 用 的 两 种 选择 的 颜色 黄 砍 相继 的 国家 
一 一 列 出 来 ， 这 些 国 家 是 B， U,V ,W ,其 颜色 次 序 为 黄 灰 黄 灰 ,我 
们 交换 一 下 次 序 为 灰 黄 砍 黄 。 于 是 未 染色 的 国家 E 的 邻 国 只 有 三 
色 的 邻 国 ， 因 此 E 可 用 黄色 着 色 。 这 样 一 来 ， 这 张 地 图 就 只 要 用 
四 色 就 着 色 了 。 这 与 地 图 需要 五 色 的 假设 相 矛 般 。 


(三 ) 四 色 猜 想 的 证 明 


1. 不 可 避免 组 和 可 约 构 形 


肯 普 曾 证 明 每 一 张 正 规 地 图 中 至 少 有 一 国 具 有 两 个 、 三 个 、 
四 个 或 五 个 邻 国 ,不 存在 每 个 国家 多 于 五 个 邻 国 的 平面 正规 地 图 。 
这 用 语句 来 表达 即 为 ， 由 有 两 个 邻 国 、 三 个 邻 国 、 四 个 邻 国 及 于 
个 邻 国 组 成 的 一 组 沟 形 是 不 可 避免 的 ， 即 每 张 正规 地 图 至 少 必须 
含有 这 四 种 构 形 中 的 一 个 。 不 可 避免 性 是 证 明 四 色 猜想 的 重要 概 
念 之 一 。 另 一 个 重要 概念 是 可 约 性 。 直 观 上 说 ， 构 形 可 约 的 条 件 
是 只 要 检查 构 形 和 成 囊 国 家 能 够 合并 的 方式 就 有 一 种 方法 证 明 这 
个 构 形 不 可 能 出 现在 极 小 五 色 地 图 里 。 证 明 构 形 可 约 的 方法 是 出 
自 肯 普 证 明 有 四 个 邻 国 的 国家 不 可 能 出 现在 极 小 五 色 地 图 里 。 可 
约 这 个 词 来 自 肯 普 的 论证 形式 ， 他 证 明 只 要 五 色 地 图 中 有 一 国 具 
有 四 个 邻 国 ， 就 有 国 数 减 少 的 五 色 地 图 。 

自从 肯 普 第 一 次 引入 可 约 性 概念 以 来 ， 人 们 发 展 了 检查 构 形 
是 否 可 约 的 一 些 标 准 方法 。 使 用 这 些 方法 来 证 明 大 的 构 形 可 约 ， 
需要 检查 大 量 的 细节 ， 似 乎 只 有 电子 计算 机 才 有 可 能 做 到 。 求 出 
可 约 构 形 的 不 可 各 免 组， 那么 四 色 猜想 也 就 证 明了 。 我 们 可 以 把 
” 肯 普 对 四 色 猜 想 的 证 明 看 做 是 寻求 可 约 构 形 的 不 可 避免 组 的 最 初 
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2, 公 开 宣 称 的 一 种 信念 


1913 年 ， 美 国 的 数学 家 伯 克 霍 夫 (Birkhoff ,George David, 
1884 一 1944) 检 埋 肯 普 证 明 的 漏洞 ,发 展 了 而 后 证 明 四 色 猜 想 的 大 
半 基 础 。 伯 克 霍 夫 用 肯 普 的 想法 和 他 自己 的 新 技巧 ， 能 够 证 明 某 
些 大 的 构 形 可 约 。 但 直到 1950 年 为 止 ， 证 明了 少 于 36 国 的 地 图 可 
用 四 种 颜色 着 色 。 

互 , 希 什 CHeesch，Heinrich)1936 年 开始 研究 四 色 猜 想 ,似乎 
他 是 自 肯 普 以 后 第 一 位 数学 家 公升 宣称 一 种 信念 ， 即 四 色 猜 想 可 
用 寻找 可 约 攀 形 的 不 可 避免 组 来 证 明 。1950 年 ， 他 猜想 不 仅 能 找 
到 这 样 的 组 ， 而 且 这 个 组 里 构 形 大 小 估计 为 大 约 一 万 。 这 在 当时 
要 产生 这 样 一 个 组 并 证 明 它 的 每 个 单元 都 是 可 约 的 似乎 是 不 可 能 
的 。 然 而 随 着 电子 计算 机 的 高 速 发 展 ， 为 这 个 问题 在 技术 上 提供 
了 可 能 性 。 和 希 什 把 证 明 构 形 可 约 的 已 知 方 法 形式 化 ， 看 出 至 少 其 
中 之 一 一 一 把 肯 普 使 用 的 方法 直接 推广 ， 在 原则 上 是 计算 机 所 能 
做 到 的 纯 机 械 过 程 。 | 

他 的 学 生 设 计 了 一 个 程序 ， 用 来 证 明 构 形 可 约 ， 有 时 成 功 ， 
有 时 类 政 。 但 希 什 成 功 了 ， 他 能 用 这 个 程序 产生 的 数据 来 证 明 构 
形 更 约 ， 并 且 进 一 步 的 计算 完成 了 一 个 更 强 有 力 的 技术 ， 它 在 原 
理 上 嫩 属 于 但 况 八 去 的 。 

由 上 丽 的 叙述 可 知 ， 一 个 对 解决 猜想 有 用 的 信念 ， 需 要 经 过 
许多 数学 家 的 探索 与 完善 。 有 志 于 解决 猜想 的 人 ， 应 在 前 人 的 基 
础 上 上 前进， 才 有 可 能 走向 成 功 的 彼岸 。 当 然 ， 并 非 仅仅 对 猜想 的 
解决 依赖 于 历史 ， 实 际 上 人 类 的 一 切 认 识 在 一 般 的 意义 上 讲 都 是 
历史 种 现 宾 的 统一 一 一 换言之 ， 认 识 的 完成 或 理论 的 发 展 都 是 在 
历史 的 基础 上 结合 现实 的 客观 分 析 努 力 探索 的 结果 。 


3. 等 价 的 形式 


希 什 描述 可 约 性 构 形 的 方法 比 前 人 更 加 方便 。 他 从 改造 原 地 
图 成 为 数学 上 称 为 “对 偶 图 ”入 手 ， 把 原来 的 问题 转化 成 与 它 等 
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价 的 形式 。 其 具体 做 法 是 ， 在 地 图 上 所 有 的 国家 内 部 选 一 点 一 相 
应 国家 的 首都 。 我 们 约定 ， 只 有 当 两 个 国家 有 共同 边界 时 ， 用 一 
条 铁路 把 两 国 连接 起 来 ， 并 让 这 条 铁路 通过 这 段 边 界 。 这 时 由 首 
都 (点 ) 和 连接 它们 的 铁路 ( 纺 ) 组 成 的 网 构成 一 个 图 。 该 图 称 为 原 
来 地 图 上 的 图 的 对 偶 图 。 这 样 一 来 ， 把 考虑 地 图 上 各 国 的 着 色 问 
题 ， 就 转化 为 考虑 它 的 对 偶 图 上 的 顶点 着 色 问 题 。 

在 认识 事物 的 过 程 中 ， 注 意 认 识 角度 的 变换 是 很 重要 的 。 其 
中 较 根 本 的 一 条 途径 就 是 排除 认识 中 的 干扰 、 消 除 与 认识 对 象 几 
不 相干 的 因素 ， 而 这 恰恰 意味 着 对 被 认识 对 象 的 抽象 或 纯 数学 模 
型 的 提取 。 和 希 什 的 改造 体现 的 正 是 这 种 思想 ， 这 也 就 是 其 方法 具 
”有 较 前 人 进步 性 的 主要 原因 ， 也 是 我 们 应 加 以 继承 和 光大 之 处 。 


4. 可 约 性 障碍 和 放电 


在 正规 地 图 中 每 个 顶点 恰好 连接 三 条 边 。 在 这 种 情况 下 整个 
对 偶 图 称 为 三 角 前 分 。 在 其 对 偶 图 〈 连 通 的 平面 图 ) 中 ， 构 形 是 
三 角 章 分 的 一 部 分 ， 由 一 组 项 点 加 上 连接 这 些 点 的 所 有 边 组 成 。 
边界 上 的 圈 称 为 构 形 的 环 ， 如 六 环 构 形 , 因为 它 的 环 有 六 个 顶点 。 
希 什 在 检验 构 形 的 可 约 性 时 ， 观察 到 许多 特殊 现象 可 以 提供 约 
减 成 功 的 线索 。 例 如 ， 在 有 包括 构 形 顶点 的 邻 点 在 内 的 某 些 形式 
下 从 未 找到 可 约 构 形 。 从 未 找到 至 少 包括 两 个 顶点 的 可 约 构 形 ， 
其 中 一 个 顶点 邻接 四 个 环 顶点 ， 并 且 没 有 较 小 的 可 约 构 形 。 希 什 
没有 证 明 具 有 这 些 “ 约 减 障碍 ”的 可 约 构 形 不 存在 ， 他 发 现 了 三 
个 主要 的 约 减 障碍 。 希 什 引进 了 一 个 类 似 在 电网 络 中 移动 电荷 的 
方法 一 一 放电 法 ， 来 求 构 形 的 不 可 避免 组 。 这 一 方法 虽然 还 很 初 
步 ， 但 成 为 以 后 证 明 四 色 定 理 的 关键 环节 。 后 来 地 色 定理 的 证 明 ， 
正 是 在 希 什 工作 的 基础 上 完成 的 。 

逢 什 通过 电网 络 移动 电荷 的 方法 ， 发 现 求 构 形 的 不 可 避免 组 
的 方法 ， 充 分 说 明了 ， 解 决 数学 问题 的 方法 也 受到 人 们 对 自然 界 
解释 的 启发 ,特别 是 物理 学 可 给 我 们 提供 线索 。 正 如 彰 加 勒 (Henri 
Poincare， 法 国人 ，1854 一 1912) 所 说 ,“ 物 理科 学 不 仅 给 我 们 ( 数 
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学 家 ) 以 解决 问题 的 机 会 ,而 且 也 帮助 我 们 发 现 解决 问题 的 方法 ， 
它 把 这 贯穿 于 两 种 途径 之 中 ， 引 导 我 们 去 预测 问题 的 解 ， 以 及 局 
示 适 当 论 证 的 线索 。 


5。 新 的 困难 


1970 年 ， 美 国 数学 家 黑 肯 (Haken， Wolfgang) 试图 以 改良 的 
放电 过 程 的 方法 来 证 明 四 色 猜 想 。 但 这 里 存在 两 大 困难 ， 第 一 ， 
可 约 构 形 的 任何 一 个 不 可 避免 组 都 可 能 会 有 很 大 的 构 形 ， 其 计算 
量 大 的 惊人 ， 第 二 ， 还 不 知道 怡 好 需要 多 少 个 可 约 构 形 来 形成 一 
个 不 可 避免 组 。 在 这 时 期 ， 研 究 四 色 猜 想 的 专家 认为 对 于 人 工 用 
不 太 长 的 证 明 去 攻克 这 个 顽固 堡 倒 似乎 可 能 性 很 小 。 由 于 问题 本 
身 是 那么 浅显 易 懂 ， 吸 引 成 千 上 万 的 人 努力 去 解决 它 。 结 果 后 来 
经 过 检查 ， 这 些 “ 证 明 " 都 经 不 起 推 项 。 虽 然 四 色 猜 想 没有 得 到 证 
明 ， 但 为 解决 这 一 问题 所 运用 的 方法 ， 却 常常 引导 出 数学 领域 中 
一 些 非常 重要 的 结果 。 

1972 年 ， 黑 肯 根 据 当 时 所 能 利用 的 数学 方法 ， 作 出 如 下 的 判 
断 ， 肯 定 不 会 对 四 色 猜 想 给 出 一 个 非 机 器 证 明 。 但 在 没有 更 为 强 
有 力 的 计算 机 之 前 能 否 用 计算 机 给 出 证 明 也 存 有 怀疑 。 问 题 的 关 
键 是 要 找 出 可 约 构 形 不 可 避免 组 问题 的 一 组 构 形 ， 其 环 点 数 少 到 
足以 使 减 约 所 需要 的 时 间 是 在 计算 机 所 能 完成 的 范围 之 内 。 为 此 ， 
显然 不 必 从 检查 全 部 构 形 的 可 约 性 入 手 。 否 则 作 估 计 所 花 的 时 间 
会 超过 全 部 工作 的 预期 时 间 。 我 们 只 要 把 问题 局 限 在 某 一 定 特点 
的 问题 上 一 --“ 地 理 上 的 好 ” 构 形 。 这 种 构 形 其 内 部 的 顶点 不 能 多 
于 三 个 邻 国 在 构 形 的 环 上 ， 并 且 如 果 一 个 顶点 正好 有 三 个 这 样 的 
邻 国 ， 那 么 这 些 邻 国 以 相连 的 次 序 位 于 环 上 。 


6。 人 机 合作 证 明了 四 色 犹 想 


1972 年 ， 阿 佩 尔 (Appel Kenneth)， 黑 肯 设 计 了 一 份 计算 程 
序 ， 它 能 作出 特殊 类 型 的 放电 过 程 ， 它 还 能 给 出 从 最 重要 的 情况 
得 出 的 构 形 作为 输出 。 经 过 计算 机 运行 和 不 断 修改 程序 ， 最 后 找 
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到 一 个 可 行 的 程序 ， 证 明了 地 理 上 的 好 构 形 的 不 可 避免 组 的 存在 
性 。 但 实际 执行 这 个 程序 将 会 复杂 到 什么 程度 还 知道 的 相当 少 。 
为 此 对 于 不 含 成 对 的 相 邻 五 次 顶点 的 三 角 剖 分 的 特殊 问题 进行 了 
研究 。 就 这 样 不 断 的 实验 、 修 改 程序 和 改进 放电 过 程 ,于 1976 年 1 
月 6 日 , 阿 佩 尔 、 时 肯 、 科 克 确 定 了 放电 过 程 的 细节 。 并 由 此 得 到 
了 可 约 构 形 的 不 可 和 避免 组 ， 设 计 了 程序 ， 用 三 部 计算 机 ， 运 行 了 
一 千 二 百 多 个 小 时 ， 从 而 证 明了 四 色 猜 想 ， 解 决 了 一 百 多 年 来 人 
们 想 解 决 而 一 直 没 有 解决 的 一 个 数学 难题 。 其 放电 过 程 大 约 包括 
500 个 特殊 放电 情况 ， 需 村 用 人 工分 析 约 一 万 个 顶点 带 正 电 的 邻 
近 ， 和 需要 用 机 器 分 析 两 千 多 个 构 形 的 可 绝 性 。 


7. 解决 地 图 四 色 河 题 的 一 六 意义 


地 图 四 色 问 题 的 解决 说 明了 有 些 问题 不 能 单独 肯 平 工 来 完 
成 ， 而 必须 车 人 机 结 侣 方 能 给予 解 决 。 这 就 为 数学 的 研究 开 衣 了 
TARR. KESER ARH, RAPPER HN AER E 
理 具有 局 限 性 ， 单 靠 计算 方法 解决 问题 也 有 一 定局 限 性 ， 而 把 这 
两 种 方法 结合 起 来 ， 就 往往 局 现 出 一 个 新 的 天 地 。 同 时 ， 在 解决 
四 色 问 题 的 过 程 中 ， 也 大 记 直 富 了 数学 的 内 容 和 方法 。 图 论 中 的 
许多 重大 成 果 都 是 直接 或 疗 接 地 在 为 解决 四 色 问 题 过 程 中 取得 
的 ， 其 中 着 色 问 题 是 直接 为 解决 四 色 问 题 而 展现 出 的 重要 课题 。 
在 攻克 四 色 问 题 中 又 提出 了 一 些 新 的 猜想 ， 新 的 矛盾 又 促使 数学 
家 用 新 的 工具 加 以 解决 ， 数 学 因此 在 探索 中 得 以 不 断 前 进 。 


(ED 平面 图 


同一 个 图 有 各 种 不 同 画 法 ， 如 果 一 个 图 能 画 在 平面 上 ， 使 得 
任何 两 条 线 除 端点 外 是 不 相交 的 ， 那 末 这 个 图 叫做 可 平面 的 图 。 
可 平面 的 图 G 的 K 一 面 着 色 是 给 G 的 所 有 面 分 配 & ARE, H 
使 被 一 条 边 分 离 的 两 个 面 都 不 具有 相同 的 颜色 。 使 得 KEA 
色 的 那些 K 的 最 小 值 恰 用 rz"(G)? 表 示 G 的 面色 数 。 对 于 任何 具有 对 
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(4G 的 可 平 而 图 C， 有 有 
z'"(G)szr(G*)j, 

与 四 色 问 题 等 价 的 命题 有 数 十 种 ， 下 面 列 举 几 种 。 

定理 5.41 任何 平面 图 尼 4 一 可 着 色 , 当 且 仅 当 任 何平 面 图 骨 
4 一 面 可 着 色 。 

FIG E fj — 4 3E GB — REUS SM, FERAIS IG, 
HS 与 8: 不 相 邻 ， 其 中 S = 了，B，F( 若 G 为 平面 图 )，M 为 一 代数 
模 ， 其 上 定义 加 法 运算 。 记 nCM) 表 MM 中 元 素 个 数 ， 且 规定 次 序 。 
自然 VE M。 称 这 样 的 办 为 G 对 于 5 的 色 函 数 。M 称 为 色 模 。 若 存 
在 so € S, Hif V.C -0, WEY WERE EEZ Ba, BE 
M， 存 在 s!，s; ES 相 邻 ， 且 使 得 V.C) =4，Y,(ss)=B， 则 称 
,是 本 原 的 。 

一 个 边 函 数 9g，E 一 M， 将 E 中 的 边 赋予 方向 ， 使 得 
igle)|， 当 e = “4,，v) 为 给 定 方 向 
-|gkce)], tW, 
则 称 之 为 有 向 边 函 数 。 

定理 5,42 ”一 个 平面 图 4 一 面 可 着 色 ， 当 且 仅 当 存 在 边 集 的 
3 一 分 解 E=E。+Es+EB,， 使 得 对 任意 v€V， 有 

|E, N E,| = |E, NE, |= |E,NE,| (mod2), 

定理 5.43 ”一 个 平面 图 4 一 面 可 着 色 , 当 且 仅 当 存 在 对 于 边 的 

定向 使 得 在 任 一 圈 C 上 ， 有 


ge)=1 


|E' C >e), |E-Co) | 2 eco), 


其 中 B+*(c)、E-(c) 分 别 表示 c 上 对 于 c 的 二 个 不 同方 向 的 边 的 集 
合 。 

在 平面 图 G 上 ， 若 HSG， 且 所 有 项 点 都 是 偶 次 , 则 称 H 为 G 
的 欧 拉 子 图 ,。 若 JEFCHE)， 且 满足 如 下 条 件 ， 

a) 所 有 vEVNf,， 都 有 |Ey 介 f|=0 (mod2)， 


(2) 对 BC 了) 的 任意 连通 片 L， 有 
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$? lIENfl=0 (mod2), 
则 称 / 对 于 G 全 倡 。 
定理 5,44 ”一 个 平面 图 G 为 4 一 面 可 着 色 , 当 且 仅 当 存在 一 个 
欧 拉 子 图 互 ， 使 得 所 及 E FE(E) 篆 对 G 全 偶 。 
从 一 个 平面 图 的 4 一 面 着 色 ， 可 得 边 的 3 一 分 解 ， Ez E,— E, 
+E,, KoBE,-(e|gte) - t) 2 (elelo, tM ~ (0, 1) ZEX 


联 }。 
由 此 ， 可 引入 边 函 数 
0, eCE,, 
g(e) 241, eC E,, 
-l,e€E,, 


在 任 一 顶点 Y 处 ， 由 其 旋 所 规定 的 任 相 邻 边 对 形成 一 个 角 。 记 A 
=<0, e^», e, e'CE,, He'BkeZ.i. XP TN. EX 
ECA) 2 (e^) - g(e) (mod3)， 
称 为 角 的 示 性 函数 。 
定理 5.45 一 个 平面 图 为 4 一 面 可 着 色 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 角 
MEARE, EREM = 0 或 土 1， 且 满足 


(1) © 8C4)=0Cnod3)， 


AZB €f) 
(2) 之 ECA) =0 (mod3)， 
(3) Ru=RlI=R_I (mod3), 
定理 5.46 ”所 有 平面 图 4 一 面 可 着 色 ， 当 且 仅 当 所 有 3 一 正则 
平面 图 4 一 面 可 着 色 。 
定理 5.47 3 一 正则 平面 图 4 一 面 可 着 色 ， 当 匡 仅 当 极 大 平面 
图 有 偶 对 分 解 。 
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(五 ) 线 ( 边 ) 着 色 


我 们 可 以 把 三 次 平面 图 的 面 染色 问题 进一步 转化 为 三 次 平面 
图 的 线 着 色 问 题 。 

定义 ”所 谓 地 峡 线 是 指 这 样 的 一 条 号， 从 G 中 去 掉 这 条 线 之 
后 ，G 就 分 为 两 个 无 公共 点 的 子 国 。 

定理 5,51 设 G 是 一 个 三 次 平面 图 且 无 地 峡 线 , 则 GG 的 线 可 以 
用 3 种 颜色 去 染 ， 使 得 任何 两 舌 广 令 < 有 公共 端点 ) 的 线 具 有 不 同 
WHE, MENACHEM RR. 

证 明 车 G 的 面 是 4 一 色 可 染 的 ， 设 这 4 种 总 色 为 4《、B、(、 
D。 我 们 构造 一 个 四 泡 群 如 下 ， 


QGiA B C D 
A|D C B A 
Blc D A B 
CB A D C 
DIA B C D 


由 于 G 是 三 次 的 , 且 无 地 峡 线 ， 所 以 G 的 任何 两 个 相 邻 的 面 有 
唯一 的 一 条 公共 边界 线 ， 并 且 每 一 条 线 是 唯一 的 两 个 相 邻 面 的 公 
共 边 界线 。 因 此 ， 我 们 可 以 按 如 下 方式 对 G 中 的 线 进行 染 6, € 
线 e 是 具有 颜色 和 和 具有 颜色 Y 的 两 个 面 的 公共 边界 线 ， 则 将 e He 
为 颜色 世人 Y。 由 于 瑟 关 了 Y， 所 以 XOY-D, xH—X, b 
点 关联 的 三 条 线 ， 恰 好 染 三 种 不 同 的 颜色 4、B 和 C， 即 G 的 线 是 
三 色 可 染 的 。 

车 G 是 线 3~- 色 可 染 的 ， 那 么 染 4、8.C 色 的 集合 分 别 以 /(A)、 
A(B)、f(C) 记 之 。 显 然 ，f(4)、f(B8)、f(C) 是 G 中 线 的 一 个 分 
划 。G 中 由 f(A4)UfCB) 所 组 成 的 子 图 以 Gh4s 记 之 。 由 于 G 为 三 次 
的 ， 所 以 G4s 由 -一 些 没 有 公共 点 的 圈 组 成 ， 从 而 可 用 两 种 颜色 c、 
8 对 Ga 的 面 进 行 染色 ， 使 得 任何 相 邻 的 两 个 面具 有 不 同 的 颜色 。 
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同样 考虑 图 Guc， 设 用 r 和 0 两 种 颜色 对 Gc 的 面 进 行 染色 。 这 样 一 
来 ，G 的 每 一 个 面 都 染 上 了 两 种 颜色 ， 或 cr 色 ， 或 Co 色 ,或 8/ 人 + 
或 Bo 色 。 令 A4=ar，B=ao, C«Br, D«Bo, AXES, G 中 任 
何 相 邻 的 两 个 面具 有 不 同 的 颜色 。 

由 此 可 见 ， 平 面 图 的 四 色 问 题 ， 可 以 化 为 三 次 平面 图 的 线 的 
三 着 色 问 题 ,由 图 的 3 一 着 色 问 题 ,一 般 地 ， 可 提出 图 的 线 的 一 着 
色 问 题 。 

对 于 任 一 平面 图 G = (V，E)， 所 谓 G 对 E 的 8 一 着 色 ， 是 指 对 
G 的 如 下 分 解 

EZE,4E,-e E, 
[ESO TEUB III, ffe, e^ CE,, Bye, e RER, 
ME EMER. ;CHg — KB E, RERGAUAK— 48. w 
Xe(G) = min(K[G7g Z&K —35 (8), 
称 为 G 的 区 域 色 数 。 

一 个 既 没 有 图 也 没有 两 条 边 连接 同一 对 顶点 的 图 称 为 简单 
图 。 没 有 任何 边 的 图 称 为 是 空 图 。 一 个 图 的 顶点 集 若 能 分 解 为 两 
个 子 集 天 和 Y， 使 每 条 边 有 一 个 端点 在 苞 中 ， 另 一 个 端点 硅 Y 中 ， 
则 称 此 图 为 二 分 图 。 

图 H 是 G 的 子 图 GEX HSG), S VIODCVOG)»), E(H)S 
ECG)。 车 HCG， 但 二 G 时 ， 则 记 为 HG， 这 时 称 H 为 G 的 真子 
图 。G 的 顶点 V 的 度数 ( 记 为 de(V )) 是 指 G 中 与 VY 关联 的 边 的 数目 ， 
每 个 圈 算 作 两 条 边 。 以 6(G) 、A(G) 分 别 表示 G 的 顶点 的 最 小 度 
数 、 最 大 度数 。C(G) 表 示 G 的 闭 色 。 

定理 5.52 ” 当 G 为 二 分 图 时 ， 则 

ZE(G) = A, 

若 证 明 此 定理 需要 用 到 下 面 两 个 引 理 。 

3381 设 G 是 一 个 非 奇 回路 的 连通 图 ， 则 G 有 一 个 2 一 边 着 
色 ， 其 中 两 种 颜色 在 度数 至 少 为 2 的 每 个 顶点 上 都 再 现 。 

引 理 2 设 9= 《El1，E,，…,Ex) 是 G 的 一 个 最 优 K 一 边 着 色 ， 
车 存在 G 中 一 个 顶点 u 和 颜色 i 及 ij， 使 不 出 现在 4 上 , 而 j 至 少 两 次 
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出 现在 上 ， 则 G(E,UEi) 包 含 & 的 那个 Q@ 分 支 是 一 条 奇 回路 。 

现在 我 们 证 明定 理 。 

显然 ， 在 任何 正常 线 着 色 中 ， 和 任何 一 个 顶点 关联 的 各 边 必 
须 分 配 以 不 同 的 颜色 ， 因 此 ， 有 

XE(G)Z A, 

现在 证 明 对 于 二 分 图 来 说 ， 大 于 号 是 不 可 能 的 。 如 车 不 然 ， 

即 设 二 分 图 G， 有 
Xg(G)2 A, 

设 9=(E1，E,，…，E,s) 是 G 的 一 个 最 优 4 一 线 着 色 ， 并 设 w 是 使 
c(w) <d(w) 的 一 个 顶点 。 显 然 w 满 足 引 理 2 的 假设 ， 于 是 G 包 含 一 
个 奇 回路 ， 这 与 9G 很 设 为 二 分 图 相 了 矛盾 。 从 而 定理 证 明 完 毕 。 

定理 5.53 ”车 G 是 简单 图 ， 则 xe(G) = 4 或 ze(G) = A+1。 

证 明 由 于 对 任意 图 丝 有 xsCG) 之 A， 因此 内 需要 证 明 zxE(G) 
<A+l 即 可 。 为 此 ， 我 们 用 反 证 法 。 假 设 zr(G)>A+1。 设 "= 
(:，Es，…， 了 iD) 是 G 的 一 个 最 优 (A+ 1) 一 边 着 色 ， 并 设 w 是 
PREC U <d RR WFE Gi, i, i RARE 
uk, miim Hub. kuv ROG, HUTPdOD- 
4+1， 又 一 颜色 ?不 出 现在 "1 上 。 这 样 记 必 然 出 现在 KE 。 因 为 如 
若 不 然 ， 用 ?来 给 ko 重新 染色 ， 可 得 2 的 改变 。 因 此 某 边 kos 有 颜 
色 i。。 继 之 ， 由 于 d(vs) 过 A+1， 某 一 颜色 is 不 出 现在 v0, 上 ,is 必 
然 出 现在 w 上 ， 因 否则 的 话 ， 仿 i 给 wv1， 用 is 给 wv, 重新 染色 ,这 
样 便 仅 得 到 一 个 改变 的 (A+1) 一 边 着 色 ， 所 以 某 边 wvs 有 颜色 i。 
MMEA, 381145 80 T — T RUE v, MAE 

o, 使 

(D uo; fT BA ijo 

(22 ij 1 PARE E. 

由 于 4 的 度数 是 有 限 的 ， 故 存在 一 个 最 小 整数 !/， 使 得 对 于 某 
一 个 k<l。 

(3) dimi. 

现在 以 如 下 方式 给 G 重 新 染色 。 对 于 1 去 六 4&- 1, 用 颜色 ij,1， 
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给 xuj 重 新 染色 ,产生 一 个 新 的 (4+1) 一 边 着 色 5" sE Epe 
五 11)。 显 然 
c(v) 之 c(v)， 对 所 有 的 0 EV 成 立 。 于 是 ,6' 也 是 G 的 最 

优 (4+1) 一 边 着 色 。 由 引 理 2?2 知 ，GCE:， UE; Fur xc H^ E 
一 条 奇 回 路 。 

ki, EG. 1 给 xu 重新 染色 ，A<jE<1!- 1, 并 且 用 颜色 ， 
iuo EEG. f3I— TO  D— E Gb -(, ES, --, 
Ej.10. FÆ, € 

2 (2)>>c(2)， 对 所 有 的 vEY， 且 CCBE1， UE; ) 含 u 的 分 支 
H” 是 奇 回路 。 但 是 ， 由 于 vs 在 H 中 有 度数 2，v 在 HY 中 有 度数 1。 
矛盾 。 故 命题 得 证 。 

进一步 ，Vizing 于 1964 年 证 明了 更 一 般 形 式 的 定理 如 下 ， 

定理 5.54 若 G 是 无 圈 的 ， 则 4 和 zs(G) 和 4+U， 其 中 为 G 
的 重 数 ， 所 谓 G 的 重 数 ， 即 在 G 中 连接 两 个 顶点 的 边 的 最 大 数目 。 

定义 ”一 个 简单 图 ， 若 它 的 每 一 对 不 同 的 顶点 均 有 一 条 边 担 
连 ， 则 称 它 为 一 个 完备 图 。 

定理 5.55 对 于 完备 图 h(n 之 2)， 


gs M ABL, 
OT 1， 当 "为 偶数。 
定理 5.56， 设 Ge 为 G 的 补 图 ，" 为 G 的 顶点 数 ， 


xin ACE 
fis Xg(G) + xg(GO) x25 — 3, 
Osxg(G)rg(G*) x: (n — 1)(n— 2), 
当 # 为 偶数 时 
n—1xrg(G)--rzg(G*)«2n-2, 
0x xg(G)zg(G9) « (n — 1)?, 
定理 5.57 设 G 是 一 个 无 环 的 多 重 图 ， 其 中 zg(G) =A+1, 若 
除了 边 a6 以 外 ， 用 种 颜色 染 G 的 其 他 所 有 边 。 令 C, 表 示 在 顶 点 x 
处 的 颜色 集合 ， 则 
IC UCG] =k, 
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[CN Ci =dela) & d;(b) - k— 2, 
IC, NO 2 &- dcCo 1, 
ICN C| S &- dela) +1 


(六 ) 顶点 着 色 


上 面 已 经 谈 到 过 平面 图 的 面 着 色 问 题 ， 可 转化 为 平面 图 的 项 
点 着 色 问 题 。 下 面 给予 确 切 的 令 述 。 

给 定 一 个 平面 图 C = (V，E)， — 如 下 : 在 
G 中 每 一 个 面 卢 内 ， 取 一 点 zi 作为 G 的 点 ， 若 G 中 的 线 已 是 面 记 和 
用 公共 边界 线 ， 则 在 zx; 和 zj 之 间 连 一 条 线 !， 当 e 是 地 峡 线 时 ,fi 和 
f 是 同一 个 面 ， 这 样 就 得 到 了 图 G*， 称 为 G 的 对 偶 图 。 

显然 ， 若 G 无 地 峡 线 , 则 当 且 仅 当 G" 中 的 点 可 以 用 K 种 颜色 进 
行 染色 ,使 得 任何 相 邻 (有 线 相连 ) 的 两 个 点 具有 不 同 的 颜色 时 ， 
G 的 面 可 以 用 K 种 颜色 染色 ， 使 得 任何 相 邻 两 个 面具 有 不 同 的 颜 
色 。 

因此 平面 图 的 面 着 色 问 题 又 等 价 于 平面 图 的 点 着 色 问 题 。 对 
于 模 点 着色 ， 我 们 可 以 推广 到 一 般 的 图 上 。 

图 今 的 一 个 K 一 顶 ; —— 的 各 顶点 
的 一 种 分 配 ， 且 使 相 售 接 的 顶点 没有 染 有 相同 的 颜色 。 使 C 存在 
一 个 KK 一 ~ 顶点 着 色 的 最 小 的 K 称 为 G 的 顶点 的 色 数 ， 记 为 x,(G)。 
EG)-K, GECUJREKR BN. 

当 有 一 个 K 一 顶点 着 色 时 ， 称 G 是 K 一 可 着 色 的 。 显 然 一 个 
简单 图 ， 当 县 仅 当 它 是 空 图 时 , 才 是 1 一 可 着 色 的 ， 当 且 仅 当 它 是 
二 分 看 时 ， 才 是 2 一 可 着 色 的 。 

1852 年 ，Dirac 提 出 临界 图 的 概念 .所 谓 一 个 图 G 是 临界 的 是 
指 对 G 内 每 个 真子 图 H， 均 有 zy(H) <zr(GD) 。 一 个 KK 一 临界 图 是 指 
既是 K 一 色 的 又 是 有 临界 的 图 ;每 一 个 K 一 色 图 有 一 个 K 一 临界 子 图 。 
对 于 这 种 特殊 类 型 的 临界 图 的 研究 ， 有 助 于 处 理 着 色 问 题 。 下 面 
我 们 给 出 临界 图 的 基本 性 质 。 
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定理 5.61 iG RK— MUR, WALK, 

证 明 AGORA, GOCK-1. HEVE 中 度数 为 6 的 一 个 
顶点 。 由 了 G 是 K 一 临界 的 ， 所 以 G -V 是 (K-11) 一 一 可 着 色 的 。 
由 于 Y 在 G 中 与 6 个 顶点 相 邻 (6<KK~1)， 因 此 在 太 ~ 1 种 颜色 中 至 
少 有 一 种 颜色 i， 使 任何 与 VY 相 邻 接 的 点 都 与 i 色 不 同 。 故 令 V 点 染 
if, TAIEHISGOSK- 1386. FH, WHODOOLK-1, 

推论 1 任何 K 一 色 图 中 至 少 有 K 个 点 的 度数 不 小 于 K 一 1, 

WEB] 设 G 是 K 色 的 ，H 是 G 的 一 个 K 一 临界 子 图 。zr(H) = 
zr(c) = 天。 由 定理 5.6.1 知 ， 五 的 每 个 顶点 在 到 中 的 度数 不 小 于 
天 ~ 1， 因 而 在 G 中 的 度数 也 不 小 于 天 -~ 1。 由 于 HEKE, E 
然 ， 它 至 少 有 K 个 顶点 的 度数 不 小 于 KK ~ Lo 

推论 2 对 任何 图 G， 有 

r(G)«A(G)41 

证 明 (LAO) +2， 由 上 可 知 ， G 中 至 少 有 z(G) 个 点 
度数 不 小 于 z(G) -1>AG) +1, BAQ)0, BIG 中 存在 至 少 
为 A(G) + 1 的 点 ， 与 4(G) 的 定义 矛盾 。 于 是 结论 得 证 。 

G 的 顶点 Y 称 为 是 一 个 制 点 ， 若 其 边 BE 可 以 分 为 两 个 非 空子 集 
E|fRE,, SEGUE, JRüGCE, ERE UV 作为 公共 顶点 。 CE URBS 
连通 图 称 为 块 。 

7(G) 的 一 个 子 集 8， 其 中 任何 两 点 是 不 邻接 的 ， 则 称 8 为 G 的 
一 个 独立 集 。 一 个 独立 点 集 S 称 为 是 最 大 的 ， 车 对 任 一 独立 集 S? 
^". SIIS) (其 中 1S| 表 示 集 5S 的 元 素 个 数 )。 简 单 图 G 的 一 个 
团 是 指 V 中 的 一 个 子 集 S， 使 GLS] 是 完备 的 。 

定理 5.62 在 临界 图 中 ， 没 有 顶点 割 是 团 。 

证 明 用 反 证 法 。 设 G 是 一 个 K 一 临界 图 ， 并 假设 G 有 一 个 顶 
点 割 5 是 一 个 团 。 记 G 的 S 一 一 分 支 为 G1，G。,，.…，G 由 于 G 是 
K 一 临界 的 ， 所 以 每 个 G, 是 (K ~1) 一 可 着 色 的 。 进 一 步 ， 因为 8 
是 一 个 困 ， 故 3 为 完备 图 , 所 以 S 中 的 各 顶点 必然 在 G, 的 任何 (K - 
1) 一 着 色 中 染 上 相 异 的 颜色 ， 有 |S | 种 颜色。 由 此 可 知 , FEG, 
Gs，…，G, 的 一 组 (KK~1) 一 着 色 ， 它 们 在 S 上 符合 。 但 是 这 些 着 
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色 合 在 一 起 产生 G 的 一 个 (K -1) 一 一 着 色 ， 矛 盾 。 

推论 3 每 个 临界 图 都 是 一 个 块 。 

证 明 车 V 是 一 个 割 点 ， 则 {V} 是 一 个 顶点 割 , 当 然 也 是 一 个 
团 。 而 从 上 述 定 理 知 ， 没 有 一 个 临界 图 具有 制 点 ; 换言之 ， 每 个 
临界 图 是 一 个 块 。 

推论 2 中 给 出 的 色 数 上 界 , 有 时 比 实际 值 大 许多 ， 那 么 这 一 结 
果 是 否 可 进一步 加 以 改进 呢 ? 经 探索 对 于 某 一 类 图 这 是 可 能 的 。 
下 面 我 们 给 出 Brooks 定 理 。 为 此 先 引 入 奇 回 路 的 概念 。 若 一 条 闭 
链 的 起 点 和 内 部 顶点 互 不 相同 ， 则 它 称 作 是 一 回路 。 其 长 为 K 的 
回路 ， 叫 做 KK 一 回路 ， 特 别 当 KK 为 奇数 时 ， 就 叫做 奇 回路 。 

定理 5.63(Brooks 定 理 ) 若 G 是 连通 的 简单 图 ， 并 且 它 既 不 
是 奇 回 路 ， 又 不 是 完备 图 ， 则 

z(G)«A, 

证 明 不 失 一 般 性 ,满足 定理 假设 的 K 一 色 图 G 是 K 一 临界 的 。 
由 推论 3 知 ，G 是 一 个 块 。 同 时 , 由 于 1 一 临界 图 与 2 一 临界 图 尼 是 
完备 的 ， 而 3 一 临界 图 则 是 奇 回路 ， 故 有 KK 之 4。 

著 G 有 一 个 2 一 顶点 割 {w，v}， 则 可 推出 

2Azd(u)td(v)z3K-52z2K-1, 
由 于 24 是 偶数 ， 这 就 蕴含 着 z(G) = 天 过 4。 

其 次 ， 假 设 G 是 3 一 连通 的 。 由 于 G 不 是 完备 的 ， 所 以 在 G 中 
存在 三 个 顶点 4，2v 利 m， 使 WVv、vwE€E， 而 ww EEE。 iiu-v,w 
—zU,, H9, U,, e, U,-U JÉG—(u, w} 的 顶点 的 任意 一 个 排 
列 , 使 每 个 v, 都 和 某 一 个 具有 ji 的 01 相 邻接 。 现 在 给 G 的 一 个 A 一 
着 色 如 下 ， 在 v1 =u, v =w 上 染 上 颜色 1， 然 后 按 颜色 表 “1, 2， 
…，A4 中 最 先 可 用 的 颜色 依次 给 vs。，v4，…2: 染 色 。 据 vi U 
01 的 构造 ， 每 个 顶点 v,(1<i<1-~ DE RUIUSIT i 的 某 一 个 顶点 v1 
相 邻 接 ， 也 都 和 具有 7 <i 的 最 多 和 人 一 1 种 颜色 相 邻 接 ， 于 是 颜色 
1，2，…，A 中 必 有 一 种 可 以 给 w% 染 上 。 最 后 , 由 于 w 和 已 染 上 颜 
色 1 的 两 个 顶点 21 和 2 相 邻 接 ， 因 而 它 最 多 和 另外 的 4 一 2 种 颜色 
相 邻 毛 ， 于 是 颜色 2，3，…，4 中 必 有 一 种 颜色 可 以 用 来 给 v, 染 
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上 。 定 理 证 毕 。 

图 G 的 一 个 剖 分 是 指 把 G 的 边 进行 一 系列 前 分 而 得 到 的 -- 个 
图 。 

一 色 图 的 充 要 条 件 是 什么 ? KT1, K22,K-3 时 的 必要 
条 件 容易 回答 。1952 年 Divarc 研究 K = 4 时 的 情况 ， 于 是 1961 年 
Hajos 提出 K 一 色 图 的 必要 条 件 是 ， 若 G 是 K 一 色 的 ， 则 G 包 含 K。 
的 一 个 剖 分 。 这 就 是 Hajos 猜 想 。 这 个 狂想 至 今 还 没有 解决 ,这 是 
被 公认 的 一 个 难题 。 

在 研究 着 色 问 题 时 ， 我 亿 不 仅 要 考察 着 色 的 存在 性 ， 而 且 还 
要 把 着 色 的 具体 数目 算出 来 。 腹 xx(G) 表 未 G 的 相 异 人 一 着 色 的 数 
目 。 当 且 仅 当 G 是 KR 一 可 着 色 时 ， xxk(G)>0。 如 果 在 两 个 着 色 中 
某 一 顶点 被 分 配 以 不 同 秀 颜色 ， 吗 认为 这 两 种 着 色 是 相 异 的 。 例 
如 ， 有 三 顶点 三 边 的 图 3 一 着 色 , 就 有 六 全 着 色 是 相 异 的 。 

车 G 是 空 的 , 则 每 个 顶点 可 以 独立 地 分 配 以 K 种 有 用 颜色 中 的 
任何 一 种 。 所 以 Xk(G) =K .若是 完备 图 ， 别 第 一 个 顶点 可 以 在 
KK 种 颜色 中 选择 一 种 ， 对 系 二 个 顶点 可 以 在 K -1 种 颜色 中 选择 一 
种 ， 如 此 等 等 。 因 此 ， 在 这 和 神情 况 下 ， 有 zx(G) -K(K - 1) K 
~V+1)。 一 般 地 ， 有 

定理 5.64 车 G 是 简单 区 ， 则 对 G 的 任何 边 e 

NK(G) = ze(G— e) — nk(G«e) 
均 成 立 。 

WES] 设 e 的 两 个 端点 为 <:，v。 对 于 在 ww 和 2 上 分 配 以 相同 颜 
色 的 G 一 e 的 每 一 K 一 着 色 ， 对 应 着 G,e 的 一 个 K 一 关 色 ， 其 中 由 ww 
和 v 等 则 起 来 所 形成 的 Ceo 的 那个 顶点 被 分 配 以 和 uw 与 v 相 同 的 部 
. 色 。 这 个 对 应 显然 是 可 逆 的 一 一 满 对 应 。 所 以 zx(G.e) 恰好 是 使 
和 v 分 配 有 相同 颜色 的 G~e 的 K 一 着 色 的 数目 。 

同样 ， 由 于 使 < 和 2" 分配 有 不 同 颜色 的 G 一 e 的 每 个 K 一 着 色 都 
是 G 的 一 个 下 一 着 色 。 所 以 ， 反 过 来 ，xk(G》 是 使 (和 v 分 配 有 不 
同 颜 色 的 G 一 e 的 K 一 着 色 的 数目 。 由 此 可 知 ， 

xx(G — 6) 2 Nk(G) + z«(G«e), 
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等 式 移 项 ， 就 得 到 定理 所 要 求 的 结论 。 

推论 4 对 于 任何 图 G，zxx(G) 都 具有 整 系数 的 关于 玉 的 " 阶 多 
项 式 ， 首 项 为 K*"，K*"! 的 系数 为 ze， 常数 项 为 0。 进 一 步 zx(G) 系 
数 的 符号 是 交替 的 。 

证 明 对 进行 归纳 法 ,不 妨 假设 G 是 简单 图 。 若 e =0， 则 xk 
(G) = K"， 显 然 满 足 推论 条 件 。 若 边 数 少 于 m 的 所 有 图 肖 对 , 且 设 
G 具 有 m 条 边 (m>1)。 设 ecEG， 则 G-e 和 Ge 两 者 都 有 m ~ 1 条 
边 。 由 归纳 假设 知 ， 存在 非 负 整 数 a1， Qo, t1, a, i flbi, bi, 
BE b,.., 使 得 

m(G-e)e S C- Dia Ki +K” 


和 XK(Ge) = $9 1b Ki +K, 


根据 上 述 定理 ， 有 
NK(G) = xky(G — e) t x4(G«e) 


y-2 


= EG Dau e boKi- (a, e Kt & Ke, 


于 是 G 也 满足 推论 条 件 ， 根 据 归纳 原则 得 所 欲 证 。 

1943 年 Hadwiger 提 出 猜想 ， 若 G 是 K 一 色 的 ， 则 G 可 “收缩 ” 
为 一 个 包含 Kx 的 图 。1964 年 Wagher 证 明了 K = 5 时 ，Hadwiger 狂 
想 等 价 于 著名 的 四 色 猜 想 。 


(七 ) 全 色 猜 想 


由 上 面 的 讨论 中 可 看 出 在 解决 四 色 问 题 的 过 程 中 ， 研 究 其 等 
价 命题 ， 将 其 内 容 扩展 到 一 个 更 加 广阔 的 范围 ,使 之 图 论 研究 的 
内 容 越 来 越 丰富 ,并 且 还 把 内 容 扩展 到 数论 和 方程 的 范围 之 中 , 同 
时 还 提出 了 很 多 有 待 解 决 的 问题 ,例如 ,对 于 m n, E nS 
不 包含 K,， 但 在 每 个 2 一 边 着 色 中 都 存在 一 个 单 色 Ko 的 图 的 最 少 
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可 能 的 项 点数。197C 年 Folkman 给 出 这 个 图 的 存在 性 MES, 
8) 的 界限 。 目 前 已 经 知道 的 结果 为 ， 

KG, n)=6, WFT, 

f, 6)=8, 

10x: /(3,8) «18, 
其 一 般 情 况 还 有 待 于 研究 。 

上 面 我 们 对 一 个 图 的 着 色 问题 ， 分 别 考虑 了 边 着 色 、 点 着 色 
问题 。 那 么 这 两 者 之 间 又 有 什么 联系 呢 ? 下 面 我 们 就 来 讨论 这 个 
问题 。 

设 G =(V，E) 是 一 个 简单 图 ， 构造 一 个 图 @ 如 下 ; 忆 中 每 一 个 
点 对 应 于 G 中 的 一 条 线 ， 当 上 且 仅 当 G 中 两 条 线 相 邻 时 , 中 与 这 两 
条 线 对 应 的 两 个 点 之 间 有 线 相连 ,我们 称 G 为 G 的 线 图 。 

显然 , 当 且 仅 当 G 中 的 线 可 以 用 K 种 颜色 去 染 ， 使 得 相 邻 的 两 
条 线 具有 不 同 的 颜色 时 ，G@ 中 的 点 可 以 用 KK 种 颜色 去 染 ,使 得 任何 
相 邻 两 点 有 不 同 的 颜色 ， 因 此 一 个 图 的 线 着 色 问 题 ， 可 以 化 为 它 
的 线 图 的 顶点 着 色 问 题 。 由 此 可 见 ， 如 果 图 的 顶点 着 色 问 题解 决 
了 ， 闭 么 线 着 色 和 面 着 色 问 题 也 就 自然 解决 了 。 

如 果 把 边 着 色 和 顶点 着 色 联 系 起 来 考虑 又 会 怎样 呢 ? 即 对 于 
一 个 图 G 进 行 染 色 ， 使 邻接 的 边 或 顶点 不 染 同 样 的 颜色 ， 至 少 需 
要 几 种 颜色 呢 ? 

一 般 地 ， 其 色 数 是 否 为 4+ 2 呢 9 1965 年 ，M. Behzad 经 过 大 
最 的 事例 分 析 ， 提 出 了 如 下 的 “全 色 猜 想 ?， 

对 于 任意 简单 图 G，VUE 的 元 素 可 以 用 A + 2 种 颜色 着 色 , 使 
没有 两 个 邻接 的 或 关联 的 元 素 染 有 相同 的 颜色 。 

1971 年 ，M. Rosenfeld 和 和 NN. Vijayadifysa 对 于 4 六 3 的 情况 证 
实 了 这 一 猜想 是 对 的 ， 对 于 一 般 情 况 还 有 待人 们 去 探索 。 
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六 、 提 出 数学 猜想 的 若干 方法 


前 面 我 们 系统 增 世 顾 和 分 析 了 在 历 中 上 出 现 的 一 些 重要 数学 
猜想 。 从 这 些 回顾 与 分 析 中 ， 不 难看 出 ， 发 现 并 提出 数学 猜想 ， 
不 仅 需要 有 雄厚 的 数学 知识 ,而且 还 要 有 行 之 有 效 的 科学 方法 。 
提出 数学 猜想 的 方法 是 多 种 多 样 的 ,其 表现 形式 又 是 极其 复杂 的 。 
这 里 ， 仅 就 其 中 几 种 主要 的 方法 ， 作 以 初步 分 析 。 


(一 ) 不 完全 归纳 法 


不 完全 归纳 法 是 提出 数学 猜想 的 一 种 常见 的 方法 。 这 种 方法 
的 基本 思想 是 ， 根 据 某 类 数学 对 象 中 一 些 个 别 对 象 具 有 某 种 属性 
而 猜测 该 类 对 象 全 体 都 具有 这 种 属性 。 利 用 这 种 方法 发 现 和 提出 
猜想 ， 有 时 是 在 某 些 具 体 计算 基础 上 推 想 出 来 的 。 像 前 面 讲 过 的 
哥 德 巴赫 猜想 ， 就 是 运用 这 种 方法 提出 来 的 。 他 首先 发 现 对 于 较 
小 的 自然 数 ， 把 一 个 偶数 拆 成 若干 组 两 个 奇数 之 和 时 ， 其 中 至 少 
有 一 组 是 两 个 奇 素数 ， 把 一 个 奇数 拆 成 若干 组 三 个 奇数 之 和 时 ， 
其 中 至 少 有 一 组 均 为 奇 素数 。 然 后 ,他 根据 这 些 最 初 的 有 限 验算 ， 
大 胆 提 出 了 洗 想 ， 所 有 每 个 大 于 4 的 整数 都 可 以 表示 为 两 个 素数 
之 和 。 这 个 狂想 看 起 来 并 不 复杂 ， 但 自 1742 年 提出 至 今 已 两 个 多 
世纪 了 ， 仍 未 最 后 解决 。 下 面 我 们 再 举 出 几 个 这 方面 的 事例 。 

1644 年 ， 默 森 尼 (Mersenne) 研 究 并 通过 计算 得 知 ， 当 P 为 2、 
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3,5,7,13,17,19, 31, 127, JERIMCP) = 2^ - 1E CIS. "R 
森 尼 数 ”) 为 ， 
M(2)=2?-1=3, 
M(3)22?-128-127, 
M(5)=25-1=32-1=31， 
M(7)22'-1-2128-12127, 
M(13) -2!*-1-28192—- 1- 8191, 
M(17)22!*—1213072-1- 131071, 
M(19) 22!*—1-2524288—1- 524287, 
M(31) 2 22! 12 2147483648 — 1 = 2147483647, 
M(127) =2127—1 
7170141183460469231731687303715884105728— 1 
7 170141183460469231731687303715884105727, 

这 些 数 均 为 素数 。 据 此 ， 提出 猜想 ， 形 如 MCP)=2 - 1PH 
素数 ) 的 数 中 有 无 限 多 个 素数 。 到 1979 年 为 止 ， 人 们 已 发 现 有 27 
个 这 样 的 素数 , 即 当 已 =2，3，5，7，13，17，19，31，61，89， 
107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 
9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497Bj,WMCP) 
=2 一 1 均 为 素数 。 

1664 年 ， 法 国 数学 家 费 尔 马 研究 了 形 如 FCn)=2* +1 的 数 
Cn 之 0 的 数 )， 并 且 具 体 计算 以 下 五 个 数 ， 

FE(0)=22 +1=2+1=3， 
PFC(1)=22+1=23+1=5， 
F(2)=22 了 +1=24+1=17， 
F(3)=22+1=2s+1=257， 
F(4)=2” +1=2186+1=65537。 

由 于 上 述 五 个 数 都 是 素数 ， 故 费 尔 马 提 出 推断 ， 对 于 任何 自 
Ran, JE F(x) = 2 +1 的 数 都 是 素数 。 这 就 是 著名 的 费 尔 马 
猜想 。 

杰 波 夫 (Desboves) 猜 想 , 相 邻 平方 数 之 间 至 少 存在 二 个 素数 ， 
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il, JR Hi PURSE RH E HORE BU. KE, DURER RT DURER 
H TUERI B UO, den! Oen e D :之 间 至 少 存在 二 个 素数 "。 


当 n = 1 时 ， 

n?=1 与 (n++1)?=4 之 间 有 素数 2，33 

当 n = 2 时 ， 

n*22!z45(ntD-8'-92]Bp X35, 7; 
3n = 3 时， 
12=32=9 与 (2+1)2=42=16 之 间 有 素数 11，13 
Hn = 4 时 ， 
1z2=42=]16 与 (2+1)2=52=25 之 间 有 素数 17，19，23) 
3n = 5 时 ， 
12=52=25 与 (+1)2=62=36 之 间 有 素数 29、319 

当 n= 6 时 ， 
n'z6*-365n-1)* 2 7? - 492 ES CEST ,41,43,475 
ELLE P 
n*z7*-495(n-1)!-8'-642z JR AK 53, 59, 61, 
Hn = 8 时 ， 


HU2=82=64 与 (0+1)2=92=81 之 间 有 素数 67，71，73 ,79; 


根据 上 述 结 果 作 出 推断 ;“ 相 邻 平方 数 之 间 至 少 存在 二 个 素数 " .这 
一 数学 猜想 与 “ 当 n 为 任何 自然 数 时 ， 在 n* 与 n* +2n+1 之 间 至 少 
有 二 个 素数 ”是 等 价 的 。 

还 有 ， 数 论 中 的 所 谓 “ 凯 特 兰 〈Catalan) 猜想 ?， 除 8 = 23， 
9=3:? 之 外 ， 没 有 两 个 连续 整数 都 是 正 整数 飞 宏 ,也 是 通过 一 些 具 
体 的 结果 而 作出 的 一 种 推断 。 

利用 不 完全 归纳 法 提出 数学 猜想 ， 不 仅 表现 在 通过 一 些 个 日 
计算 结果 作出 一 般 判 断 ， 而 且 还 表现 在 通过 一 些 特殊 推理 作出 普 
遍 结 论 。 比 如 ， 数 学 家 波 文 (Bowen) 研究 方程 ， 

1+2” +e +m"=(m +1)”, 
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发 现 该 方程 有 解 , 4&= 1，m =2， 但 再 未 发 现 其 他 解 , 故 提 出 此 方 
程 只 有 n=1，m = 2 这 组 正 整数 解 ， 即 所 谓 “ 波 文 猜想 "。 这 个 猜想 
至 今 未 解决 。 我 国 数学 家 柯 召 和 和 孙 琦 研究 了 更 为 一 般 的 方程 ， 

zr" R(rct1)" +t TT+h) = r+h+1)" (6.1) 
并 具体 地 证 明了 在 1<n 志 33 时 ， 只 订正 整数 解 。 

1) 当 n=1, h=1 时 , X=1 

2) MXinz2, h=1 时 ,X=3 ` (6.2) 

3) Mnz3, h «2B, X=3 
同时 还 证 明了 方程 (6.1)， 当 # 为 奇数 时 ， 除 具有 1)》 53 两 个 正 
整数 解 以 外 ， 无 其 他 正 整 数 解 。 根 据 上 述 推理 SERRA BER 
方程 (6.1) 除 解 G.D 以 外 ， 无 其 它 正 整数 解 。 现 已 证 明 ， 当 
<n<400 时 ， 此 猜想 成 立 。 对 于 nm>>400 的 情形 至 今 尚未 见 到 证 
Bj, 

还 比如 ， 遂 数 


Sœ =Z+ > aX", 
其 中 ，z 为 复 变数 。 该 函数 在 定义 域 单 位 圆 内 〈 即 jz|<1) , 单 值 ， 
连续 ， 且 当 z = 0 时 ， 有 /(0) =0，f’(0) = 1。 关 于 该 函数 展开 式 系 
数 cs ,a,,… ,a, 的 性 质问 题 ， 自 1909 年 以 来 ,吸引 了 许多 数学 家 的 
注意 力 。1916 年 ， 比 巴 霸 赫 〈Bieberbach) 证 明了 该 函数 的 系 数 
1a; | 所 2。 由 此 他 提出 ，|asl n (=2,3，) 成 立 ,其 中 等 号 当 
县 仅 当 柯 比 函数 


zr 
KO Tn 
及 其 旋转 时 成 立 。 这 就 是 函数 论 研究 中 的 著 各 的 “ 比 巴 荐 赫 猜 想 *。 
(二 ) 类 比 法 
用 类 比 法 提出 数学 猜想 ， 在 数学 史上 也 是 常 有 的 事 。 比 如 ， 
我 们 知道 ， 在 平面 几何 中 ， 一 个 三 角形 的 任意 二 边 之 和 必 大 于 等 
172. 


三 边 。 后 来 ， 人 们 在 反复 计算 试验 的 基础 上 ， 并 在 上 述 事 实 的 启 

发 下 ， 类 似 地 提出 了 如 下 狂想， 如果 zy, 为 大 于 1 的 自然 数 ， 则 
zr) r-zr(mzxGty), 

HoBrQO. ry), aty) DIERKE, y. +y) 的 素 

数 的 个 数 ， 这 个 猜想 正确 与 否 ， 至 今 没 有 结论 。 

又 比如 , 魏 尔 猜想 就 是 将 方程 组 与 方程 进行 类 比 后 提出 来 的 。 

事实 上 ， 我 们 知道 方程 

L? HaT’ Ha gT? pee tan=0 

有 n 个 根 ， 而 这 n 个 根 以 及 方程 的 系数 41 ,as ,as，……a 的 取 值 范 
围 为 全 体 实数 或 复数 ， 其 数目 又 是 无 限 多 个 。 假 车 我 们 限制 方程 
的 系数 和 根 的 值 ， 只 能 在 有 限 个 数 中 选取 ， 那 么 这 种 方程 是 否 有 
解 呢 ? 这 就 是 有 限 域 上 多 变量 多 项 式 解 的 问题 。1949 年 ， 魏 尔 首 
先 证 明了 这 种 方程 解 的 个 数 满 足 某 些 条 件 ， 然 后 他 利用 类 比 法 提 
出 了 这 些 条 件 对 于 解 方程 组 也 是 必须 的 猜想 。 这 个 猜想 ， 于 1974 
年 被 德 利 涅 证 明 是 正确 的 。 

魏 尔 是 化 代数 方程 与 代数 方程 组 之 间 进 行 类 比 之 后 提出 数学 
狂想 。 那 么 ， 在 代数 方程 与 非 代 数 方程 之 间 能 否 也 进行 类 比 并 提 
则 数 学 猜想 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 欧 拉 猜 患 的 提出 就 是 典型 的 一 例 。 

十 七 世纪 来 十 闪 世 纪 初 ， 瑞 士 著名 数学 家 雅克 。 伯 努 利 (J。 
Bernoulli, 1604—1705) 研究 并 计算 出 许多 无 穷 级 数 之 和 ， 但 对 
自然 数 平 方 的 倒数 这 个 无 穷 级 数 ， 


1,1.1,1 
tt»: 4 3i 了 在 十 到 十 TETTI 


药 和 ， 一 喜 未 能 求 出 。 对 此 他 十 分 关注 ， 曾 表示 ， 假如 有 人 能 够 
求 出 这 个 他 直到 现在 还 未 能 求 出 的 和 并 把 结果 通知 给 他 ， 李 将 会 
十 分 感激 。 这 个 问题 ,引起 了 瑞士 的 另 一 位 著名 数学 家 欧 拉 CL. 
Euler, 1707 —1783) 的 兴趣 。 欧 拉 仔 细 地 研究 了 这 个 无 穷 级 数 ， 
并 发 现 种 种 表达 式 ， 还 计算 出 七 位 有 效 数字 的 和 “〔 即 1.644934)， 
但 由 于 这 仅 是 近似 值 而 感到 不 满意 。 怎 么 办 呢 ? 他 巧妙 地 采用 类 
比 法 提出 猜想 ， 然 后 加 以 严格 证 明 。 其 具体 做 法 是 ， 首 先 设 2n 次 
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方程 

Go 一 1 二 Go04 一 二 (一 1)ngz2n=0 (6.3) 
有 2n 个 不 辐 的 根 

41， 一 01， Gy, ~ nen s Qun 一 Cno 


根据 多 项 式 因 式 分 解法 ， 得 


Go -G,z +a, rt 一 …… 十 (一 1)"a,£?” 


-(-)0-2)-- 0-2). 


aia (La sss al), (6.4) 
1 2 * 


其 次 ， 考 虑 下 列 方程 
sins 2 0, (6.5) 
Bp | 
z-25,2* c 
31 81 7] 
KRUH: C.D 左边 有 无 穷 多 项 ， 又 是 无 穷 次 的 ,所 以 必 有 无 穷 
多 个 根 
0,7,—2,22,—22,82,—82, eee 


抛弃 0 这 个 根 ， 并 用 z 《 即 对 应 于 0 根 的 线性 因子 ) 除 (5.5) 的 两 边 ， 


PE 0, 


l-z-4L--—Lceee:0, (6.6) 


UR Bm, oree 
RARA KARE (6.6) 与 (6.3) 进行 类 比 ， 从 而 推断 出 
sinr _ g* zt xta 
Um 31 51 7| 
(G3) EQG- E 
又 根据 (6.4) 有 
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$1 x? 4n? Oz? 


这 就 是 欧 拉 采 用 类 比 的 方法 推断 出 雅克 ， 伯 努 利 未 能 求 得 的 自然 
数 平方 的 倒数 这 个 无 穷 级 数 和 。 这 是 一 个 绝妙 的 猜想 ! 欧 拉 自 己 
也 表示 ， 这 种 类 比方 法 是 新 的 且 从 来 没有 这 样 运用 过 。 他 又 遵 局 


地 作 了 检查 和 计算 ， 发 现 区 的 取 小 数 点 后 六 位 数字 的 近似 值 与 大 


来 的 近似 值 相同 。 当 时 ， 数 学 界 的 许多 数学 家 对 欧 拉 的 这 个 推断 
提出 异议 。 最 后 ， 欧 拉 经 过 仔细 地 检验 ， 并 成 功 地 证 明了 用 区 作 
为 自然 数 平方 倒数 这 个 无 穷 级 数 的 和 是 正确 的 。0 


三 ) 变 换 条 件 法 


提出 数学 猜想 还 有 一 种 常用 的 方法 即 变换 条 件 法 。 所 谓 变 换 
条 件 法 ,就 是 通过 改变 某 一 数学 定理 的 前 提 条 件 来 提出 数学 猜想 。 
古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 (Euelid， 约 前 330 一 约 前 275〉 提 出 并 证 
明了 “素数 有 无 穷 多 ”这 一 著名 的 数学 定理 。 后 来 ， 人 们 通过 变 
换 这 一 定理 条 件 的 方法 提出 了 种 种 猜想 .。“ 李 生 素 数 猜 想 ” 就 是 其 
中 的 一 个 。 若 p 是 素数 ，p + 2 亦 是 素数 ， 则 称 O, p+2) 是 一 对 
FERKA. W, (3,50; (5,70, (11,13), (17,19), (101,103); 
(10016957, 10016959), (10° +7, 10° + 9) 等 等 ,都 是 本 生 素数 。 
这 生 素数 显然 是 素数 中 的 一 部 份 ， 但 人 们 却 改 变 “ 素 数 有 无 穷 多 ” 


Q 参见 G., 波 利 亚 ;( 数 学 与 猜想 >《 第 一 卷 ), 科 学 出 版 社 1984 年 版 ,第 17 一 21 页。 
。175。 


这 一 定理 的 条 件 ， 提 出 “ 挛 生 素数 有 无 穷 多 ”这 一 数学 猜想 。 这 
个 狂想 至 今 尚未 解决 。 人 们 上 且 前 已 知道 的 挛 生 素数 是 相当 多 的 ， 
大 体 情况 是 ,在 小 于 105 的 自然 数 中 有 1224 对 ;在 小 于 10 中 有 8164 
对 ， 在 小 于 3.3x 107 中 有 152892 对 。 最 大 的 挛 生 素数 对 为 Goi 
+9649，1012+9651)， 不 仅 如 此 ， 人 们 采用 同样 的 方法 ,又 相继 
提出 所 谓 “ 三 生 素数 猜 想 ” 等 。 


四) 物理 模拟 法 


有 些 数 学 猜想 是 通过 物理 刚 拟 并 在 物理 模拟 的 启示 下 提出 来 
的 。 比 如 ， 在 场 状 变 置 的 实际 问题 中 ， 人 们 尖 结 出 这 样 一 个 数学 
问题 ， 对 平面 上 已 知 # 个 点 ， 把 这 hn 个 点 连结 起 来 ， 如 何 连 线 才能 
TAKERE? 为 了 解决 这 个 河 题 ， 人 人 们 曾 利用 物理 模 措 各 方 法 
予以 探讨 。 先 选 定 一 块 大 小 六 当前 细 刻 丝 网， 并 在 给 定 的 几 个 点 
的 位 置 上 各 插 一 大 头 针 ， 然 后 把 它 放 在 肥 并 水 里 ， 最 后 再 轻 轻 地 
将 铁丝 网 取出 。 这 时 ， 如 录 从 仿 吉 于 铁丝 网 的 方向 看 去 ， 便 可 以 
清楚 地 看 出 铁丝 网 上 形成 一 洽 网 状 线 ， 而 且 从 具体 测定 发 现 这 些 
线 与 线 之 间 的 结 点 角 @ 不 小 干 126”。 过 去 有 人 把 这 个 实验 称 之 为 
“ 皂 膜 实验 ”。 在 这 个 实验 的 启 茎 下， 人们 提出 “在 一 个 平面 上 n 点 
连 线 总 长 度 最 短 时 其 连 线 间 的 结 点 角 缘 不 小 于 120"” 的 猜想 。 当 
mn=3 时 ， 我 们 可 以 用 初等 几何 的 方法 证 明 此 推断 中 的 条 件 不 但 是 
必要 的 ， 而 且 也 是 充分 的 。 但 对 于 mn>3 时 ,其 条 件 仅仅 是 必要 的 ， 
至 于 充分 条 件 至 今 尚 未 找到 。 


(五 ) 联 系 观 察 法 


在 数学 研究 中 ， 有 时 出 现 这 样 一 种 情况 ， 即 通过 联系 观察 发 
现 某 种 带 有 规律 性 的 现象 ， 然 后 再 从 理论 上 加 以 探讨 ， 究 其 真 伪 
性 。 这 种 通过 联系 观察 而 发 现 的 某 种 带 有 规律 性 的 东西 ， 亦 可 称 


@ 从 菜 一 点 出 发 的 射线 闻 的 夹 角 称 为 关于 这 一 点 的 结 点 角 。 
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之 为 数学 猜想 。 这 里 ， 仅 以 波 利 亚 * 数 学 与 猜想 ?一 书 中 所 讲 到 的 
实事 为 例 ， 根 据 我 们 的 理解 和 需要 来 作 具 体 的 分 析 和 说 明 。 

今 考虑 用 位 置 为 一 般 性 的 点 、 直 线 、 平 面 分 别 分 割 直线 、 平 
面 、 空 间 ， 并 力图 发 现 其 分 守 部 分 数 的 规律 。 首 先 ， 我 们 来 看 几 
个 不 同 的 点 ， 能 把 直线 分 成 多 少 部 分 ? 很 显然 ,I 个 点 将 直线 分 为 
2 个 部 分 ，2 个 点 将 直线 分 关 3 个 部 分 ，3 个 点 将 直线 分 为 4 个 部 分 ; 
一 般 地 ，2# 个 点 将 直线 分 为 a+ 1 个 部 分 。 其 次 ,我 们 再 来 看 几 条 直 . 
线 将 平面 最 多 能 分 割 成 多 少 部 份 ? 通过 实际 观察 不 难看 出 ,1 条 直 
线 将 平面 分 成 2 部 分 ;2 条 直线 将 平面 分 成 4 部 分 ，3 条 直线 将 平面 
分 成 7 部分， 4 条 直线 将 平面 分 成 11 部 分 等 。 这 里 有 何 规律 呢 ? JL 
条 直线 将 平面 分 为 多 少 部 分 呢 ? 一 下 子 很 难看 出 。 为 发 现 规律 ， 
我 们 可 以 将 上 面 观察 出 来 的 结果 ， 作 如 下 处 理 ， 


BASE | 平面 被 分 割 的 份 数 


. 221-140 


1 
2 4=1+2+1 
3 7=1+3+3 
4 


11=1+4+6 


n DP.-1-n*d, 


从 此 表 右 边 的 等 式 中 ， 仔 细 观 察 便 可 发 现 ， 每 个 等 式 右 端 第 一 项 
均 为 1， 第 二 项 均 与 直线 的 条 数 相同 ， 就 是 说 4 条 直线 即 为 n。 如 果 
第 三 项 a, 亦 能 用 n 表 示 出 来 ,那么 这 个 分 割 份 数 的 一 般 公式 即 可 写 
出 来 了 。 我 们 再 来 仔细 观察 可 发 现 第 三 项 各 数值 中 ， 相 继 后 项 减 
前 项 所 得 数值 是 一 个 自然 数列 。 事 实 上 ， 设 cl = 0，as = 1，as = 
3, 8,20, c ; 则 Gs 一 G1 =1， G5—0, 22, G4~ a=3, o 
KERNELA, Ha- a1 -n-1, SUSAN 
分 别 相 加 得 


G,—8304 71-2 +3+te 4-1) 


° 177 œ 


XW4a,-0, 142434: 4(n—-155 
所 以 


C _ n(n~ 1) 
n 2 o 


n(n- 1) 
2 Ed 


这 样 一 来 ， 即 可 得 到 一 般 性 推断 ，n 条 直线 可 将 平面 分 割 的 份 数 
为 


p 21ana 707 DD 
"n 2 o 


这 只 是 一 个 猜想 ， 是 否 真 正成 立 尚 需 进 行 证 明 。 用 数学 归纳 法 不 
难 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 。 

最 后 ,我 们 来 讨论 n 个 平面 将 空间 最 多 能 分 割 多 少 部 分 这 个 问 
题 。 如 同 前 面 一 样 ， 亦 可 先 做 简单 的 具体 分 割 。1 个 平面 将 空间 分 
为 2 部 分 ， 2 个 平面 将 空间 分 为 4 部 分 :3 个 平面 将 空间 分 为 8 部 分 
4 个 平面 将 空间 分 为 15 部 分 〈 由 四 个 面 围 成 的 四 面体 ,其 内 有 限 部 
分 为 1 部 分 ， 与 四 面体 共 面 的 无 限 部 分 有 4 部 分 ， 与 四 面体 共 一 边 
的 无 限 部 分 有 6 部 分 ， 与 四 面体 共 一 顶点 的 无 限 部 分 有 4 部 分 。 总 
共 为 15 部 分 ) 585 UB 11,2,41,8,15, …… 有 何 规律 ? 不 易 看 出 。 为 
此 ， 我 们 可 将 所 观察 到 的 点 
分 割 直线 ， 直 线 分 割 平面 与 
平面 分 割 空间 的 具体 数值 联 
系 起 来 考虑 ， 并 列 入 左 表 ， 
再 看 一 看 相互 之 间 有 什么 规 
律 可 循 。 其 中 ,n 表 示 分 割 元 
素 的 个 数 ， 记 表示 直线 被 4 个 
点 分 割 的 份 数 ，p, 表示 平面 
被 n 条 直线 分 割 的 份 数 ， Qu 
表示 空间 被 nn 个 平面 分 割 的 


份 数 。 
我 们 观察 一 下 右 三 列 中 相 邻 两 列 数字 的 关系 。 可 以 发 现 ， 从 
二 行 开始 ， 每 个 数值 均等 于 本 列 中 上 一 行 的 数值 与 其 同行 有 侧 
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数值 之 和 。 比 如 ， 
4, 3 4, 4 
; }7=4+3; ; j8 =4+45 


7, 4 
11 


依据 上 述 观 察 结果 , 我 们 可 以 提出 下 到 落 想 ，n 条 直线 分 割 平面 的 
份 数 等 于 n - 1 条 直线 分 割 平 面 的 份 数 加 上 n 一 1 个 点 分 割 直线 的 份 
数 ;n 个 平面 分 割 空间 的 伶 数 等 于 n… 1 个 平面 分 割 空间 的 份 数 加 上 
nn 一 1 条 直线 分 害 平 面 欣 汾 数 。 如 时 汶 个 精 沪 是 对 和 的， 那么 我 们 就 
可 以 通过 这 个 表 算出 n 条 直线 分 割 至 巩 的 份 数 和 n 个 平面 分 割 空间 
的 份 数 。 诸 如 ， 当 n= 5 时 , 平 画 被 直线 分 割 的 份 数 为 ps = 11+5= 
16， 空 间 被 平面 分 割 的 份 数 为 G。 = 15 +11=26， 当 n= 6 时, p. 
16+6=22，@Oe=26+16=42 当 n=7 时 ,py =22+7=29,Q;= 
42 +22 = 64 等 等 ， 详 见 下 表 ， 


ja=7+4 M hs=8+7, 


联系 观察 法 在 数学 猜想 
的 提出 中 ， 起 着 极其 重要 的 
作用 。 这 不 仅 是 因为 它 本 身 
有 发 现 猜想 的 功能 ， 而 且 也 
是 由 于 各 种 提出 数学 猜想 的 
方法 中 大 都 离 不 开 它 。 正 如 
著名 数学 家 欧 拉 在 谈 到 数论 
研究 的 情况 时 所 指出 的 那 
样 :今天 人 们 所 知道 的 数 的 
性 质 ， 几 乎 都 是 由 观察 发 现 
的 ， 并 且 早 在 用 严格 论证 确 
认 其 真实 性 之 前 就 被 发 现 
了 。 甚 至 到 现在 还 有 许多 关于 数 的 性 质 是 我 们 所 熟悉 而 不 能 
证 明 的 ， 只 有 观察 才 使 我 们 知道 这 些 性 质 。 因 此 我 们 认识 到 ， 在 
仍然 是 很 不 完善 的 数论 中 ， 还 得 把 最 大 的 希望 寄托 于 观察 之 中 
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这 些 观 察 将 导致 我 们 继续 获得 以 后 尽力 予以 证 明 的 新 的 性 质 "。@ 
事实 上 ， 数 论 中 的 大 部 分 猜想 是 靠 联系 观察 法 (当然 包括 归纳 法 ) 
提出 的 ， 而 其 他 数学 分 支 中 数学 猜想 的 提出 ， 也 常常 与 这 种 方法 
有 密切 关系 。 


(六 ) 逐 级 猜想 法 


在 数学 中 ， 有 些 猜 想 长 期 不 能 肯定 其 正确 与 否 。 对 这 些 猜想 ， 
有 了 时 先 假定 它 是 正确 的 ， 然 后 在 这 个 假定 的 基础 上 再 提出 新 的 推 
断 ， 从 而 由 已 有 的 猜想 又 得 到 了 新 的 猜想 。 比如 ,前 面 已 经 讲 过 ， 
“ 杰 生 素数 有 无 穷 多 个 ” 是 一 个 狂想,“ 三 生 素数 有 无 穷 多 个 ”也 是 
一 个 猜想 。 这 两 个 猜想 至 今 尚 未 解决 ， 但 后 来 人 们 在 假定 这 两 个 
猜想 是 正确 的 前 提 下 ,又 运用 “归纳 法 ”, 进 而 提出 “n 生 素数 猜想 ”。 
所 调 “n 生 素数 猜想 ”, 就 是 假定 工 <L, 之 ……<L,_j(n>1) 是 
n~1 个 自然 数 ，P 是 素数 ， 且 P+Li,， P+L,， ee s PLn- E 
都 是 素数 ， 则 称 (P, Pel, CPHEQ4, 是 一 个 n 生 素数 组 ， 


MR TERKA, nPE, Lj, = > LX Bi BO 


的 个 数 都 小 于 9， 那么 n 生 素数 组 有 无 穷 多 个 。 

还 比如 ， 从 连续 统 假设 到 它 的 推论 ， 也 是 一 个 从 猜想 到 猜想 
的 例证 。 我 们 知道 ， 由 全 体 自然 数 构成 的 集合 具有 “可 数 ?的 势 ， 
而 由 全 体 实数 构成 的 集合 具有 “连续 统 ” 的 势 ,* 连 续 统 ” 的 势 。 
大 于 “可 数 ”的 势 。 那 么 ,“ 可 数 ” 的 势 与 “连续 统 ” 的 势 之 间 ， 
是 否 还 有 其 他 的 势 呢 ? 集合 论 的 竟 基 者 康 托 猜想 ， 在 “可 数 ” 的 
势 与 “连续 统 ”的 之 间 没有 其 他 的 势 ， 这 就 是 著名 的 “连续 统 假 
设 ”。 后 来 人 们 在 假定 这 个 假设 是 正确 的 条 件 下 ,又 运用 “演绎 法 ? 
《引号 的 意思 与 上 例 中 “归纳 法 ” 同 ) 得 到 82 个 推论 .可 见 这 些 , 推 
论 是 从 猜想 中 得 到 的 新 的 猜想 。 

再 比如 ，1921 年 ， 克 拉 莫 He Cramer) 在 假定 “ 黎 曼 猜想 ” 
成 立 的 条 件 下， 证 明了 ， 当 z=p,，y = pilogp, 时 ， ERECT, + 

O RIAC 流利 亚 ，< 数 学 与 靖 想 >， 科学 出 版 社 1984 年 版 ， 第 1 页 。 
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这 里 ， 克 拉 莫 证 明了 的 命题 ,显然 具有 由 猜想 到 猜想 的 性 质 。 

上 面 讲 到 了 提出 数学 猜想 的 几 种 主要 方法 。 这 些 方法 在 实际 
运用 中 ， 有 时 是 弧 立 的 进行 ， 但 也 有 时 儿 种 方法 一 同 使 用 。 比 如 ， 
前 面 讲 到 的 观察 法 的 事例 中 ， 不 仅 用 了 观察 法 ， 而 且 还 有 不 完全 
归纳 法 的 作用 。 另 外 ， 数 学 猜想 并 不 是 科学 家 随意 提出 来 的 ， 而 
是 根据 数学 研究 的 实际 需要 ， 并 在 数学 研究 发 展 到 一 定 程度 时 产 
生 的 。 数 学 猜想 作为 数学 研究 的 一 种 方法 和 发 展 形式 ， 及 时 发 现 
和 提出 它 ， 对 数学 科学 的 进步 无 疑 是 有 重要 意义 的 。 
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七 、 判 定数 学 猜想 真 
伪 性 的 几 个 途径 


数学 猜想 具有 两 个 明显 的 特点 ， 一 是 具有 一 定 的 科学 性 ， 因 
为 它 是 以 某 些 已 知 的 事实 材料 与 数学 知识 为 依据 ， 有 时 还 经 过 一 
定 的 理论 推 证 ， 因 而 它 与 之 无 根据 的 玄 断 、 腾 测 、 胡 思 乱 想 有 着 
本 质 的 区 别 ， 二 是 具有 某 种 假定 性 ， 因 为 它 没有 经 过 全 面 而 严格 
地 理论 证 明和 实践 检验 ， 是 一 种 猜测 性 的 推断 。 数 学 猜想 是 科学 
性 与 假定 性 的 辨证 统一 既然 数学 猜想 本 身 具 有 科学 性 和 假定 性 ， 
那么 究 其 结果 ， 既 可 能 被 肯定 ， 也 可 能 被 否定 ， 还 可 能 是 不 可 判 
定 的 。 那 么 ， 如 何 从 理论 上 进行 判定 呢 ? 归纳 起 来 有 以 下 几 个 途 
径 。 


(一 ) 举 例 否定 


对 于 一 个 可 判定 的 命题 ， 要 么 证 明 它 是 正确 的 ， 肯 定 它 ， 要 
么 证 明 它 是 错误 的 ， 否 定 它 。 对 于 某 个 数学 猜想 如 果 能 举 出 一 个 
反例 ,那么 这 个 数学 猜想 便 被 否定 了 。 比 如 ,前 面 我 们 讲 了 ,1664 年 
费 尔 马 研究 形 如 FCn)=2? +1 的 数 ， 并 根据 n= 1,2,8,48 ,F(n) 
均 为 素数 ， 提 出 猜想 ， 对 于 任何 自然 数 %， 形 如 FCn) =2* +1 的 
数 都 是 素数 。 但 是 ， 事 隔 68 年 ， 即 1732 年 ， 欧 拉 举 出 一 个 反例 ， 
当 n=5 Bj, F(5)-2* +1=4294967297， 这 个 数 不 是 素数 ， 
而 是 合 数 ， 因 4294967297 = 6700417 x641， 即 可 被 641 整除。 这 
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样 ， 费 尔 马 猜想 就 被 否定 了 。 

还 比如 ， 欧 拉 方 阵 猜想 ( 亦 称 欧 拉 方 阵 问 题 ), 也 是 通过 举 反 
例 被 否定 的 。1782 年 ， 荷 兰 的 一 个 杂志 发 表 了 一 篇 关于 魔方 阵 的 
文章 ， 文 中 提 到 ， 传 说 在 十 八 世 纪 ， 兽 鲁 士 的 刚 特 烈 大 帝 举 行 一 
次 阅兵 式 ， 计 划 挑 选 36 名 军官 组 成 一 个 方 队 作 先导 队 。 普 便士 当 
时 有 六 个 部 队 ， 腓 特 烈 大 帝 要 求 , 从 每 个 部 队 中 选派 出 6 个 不 同 级 
别 的 军官 各 一 名 ， 并 使 这 36 名 军官 排 成 的 方 队 中 ， 必 须 每 一 行 每 
一 列 都 有 各 部 队 和 名 级 别 的 代表 。 阅 兵 司 令 按照 腓 特 烈 大 帝 的 命令 
去 排 方 阵 ， 但 直到 阅兵 时 也 未 能 排出 。 对 此 ， 腓 特 烈 大 帝 大 状 ， . 
并 撤 了 阅兵 司令 的 职务 。 后 来 , 腓 特 烈 大 帝 亲 自 来 排 也 未 获 成 功 。 
瑞士 数学 家 欧 拉 对 这 个 “6 阶 方 阵 问题 ”十 分 感 兴趣 。 当 时 ， 他 已 
是 七 十 五 岁 高 龄 的 老人 了 。 他 一 生 中 解决 了 不 知 多 少 令 人 望 而 生 
各 的 数学 难题 ， 可 是 万 万 没 想到 竞 被 这 个 看 来 很 简单 的 问题 给 难 
住 了 。 开 始 ， 他 从 简单 情况 入 手 ， 把 3 阶 、4 阶 .5 阶 的 情况 按 要 求 
把 方 阵 排出 来 了 ， 如 下 所 示 。 


A, B, C, A, B, C, D, 
| Bs C, A, D, C, B, A, 
c e A, B, B e Aa D, C, 


然而 ， 对 6 浴 这 种 方 阵 ， 他 绞 尽 脑 汗 也 没有 排出 来 ， 这 时 ， 欧 拉 
想 ，6 阶 这 种 方 阵 是 否 不 存在 ? 他 又 仔细 研究 发 现 ，2 和 6 都 是 被 
2 整除 页 不能 被 4 整除 的 数 〈 欧 拉 称 这 种 数 为 半 偶数 )， 其 一 般 形 
式 为 
n=4m+2 (m=0,1,2) 

于 是 ， 欧 拉 猜 想 ， 半 偶数 的 方 阵 是 不 存在 的 。 第 二 年 , 即 1783 年 ， 
欧 拉 去 逝 了 。 后 来 人 们 就 把 这 类 半 偶 数 方 阵 称 为 “ 欧 拉 方 阵 ”。 自 
欧 拉 提出 这 一 猜想 后 ,一 个 多 世纪 中 ,不 少数 学 家 为 证 明 它 而 耗费 
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了 极 关 的 精力 ， 付 出 了 艰苦 的 劳动 ， 并 经 历 了 多 次 反复 1901 年 ， 
丹麦 数学 家 彼得 尔 森 用 几何 方法 证 明了 n=6 时 网 拉 方 阵 猜 想 是 正 
确 的 ， 但 是 1905 年 ， 法 国 数学 家 塔 里 却 指出 他 的 证 明 是 错误 的 
1910 年 ， 德 国 数学 家 维尔 尼克 用 代数 方法 证 明了 欧 拉 方 阵 猜想 是 
正确 的 ,但 是 ,美国 数学 家 麦克 尼 许 又 指出 他 的 证 明 有 错误 ，1922 
年 ， 麦 克 尼 许 用 拓扑 的 方法 证 明了 网 拉 方 阵 猜想 是 正确 的 ,但 是 ， 
1942 年 ， 德 国 数学 家 勤 维 发 现 麦 克 尼 许 的 证 明 同 祥 是 不 可 靠 的 。 
证 明 欧 拉 方 阵 猜想 正确 的 努力 长 期 遭 到 失败 之 后 ， 数 学 家 们 开始 
从 相反 方向 去 考虑 问题 ， 即 力图 证 明 欧 拉 方 阵 猜想 的 不 正确 性 。 
1959 年 4 月 ， 印 度数 学 家 玻 色 和 史 里 克 汉 德 证 明 当 n = 22 时 方 阵 是 
存在 的 。 这 个 反例 便 推翻 了 上 述 欧 拉 方 阵 猜 想 。 这 个 事件 引起 了 
数学 界 的 震动 ! 不 久 ， 玻 色 和 史 里 克 汉 德 又 证 明了 除 n = 2,6,14， 
?6 以 外 ， 对 n 之 3 的 任意 n 都 存在 方 阵 。 就 在 这 篇 论文 交付 印刷 时 ， 
美国 数学 家 派克 又 证 得 了 n= 14,26 的 方 阵 是 存在 的 。 这 样 一 来 ， 
只 剩 下 n=2,6 时 方 阵 不 存在 了 。 从 而 最 后 明确 了 ，36 名 军官 的 方 
阵 确实 是 不 存在 的 。 

再 比如 ， 十 九 世 纪 末 ， 素 特 提出 关于 “任何 3 一 连通 的 三 次 平 
面 图 是 险 密 尔 顿 的 ”断言 ， 也 就 是 著名 的 素 特 猜想 。 这 个 猜想 的 
大 意 是 ， 如 果 把 由 点 和 线 组 成 的 图 能 够 画 在 平面 上 ， 且 线 与 线 之 
间 除 了 有 公共 的 端点 外 没有 任何 交点 ,这 样 的 图 在 图 论 中 叫做 “ 平 
面 图 ?如 果 把 图 中 的 每 个 点 视 作 一 个 城市 ， 那 么 联结 两 个 点 的 线 
便 可 看 作 是 交通 线 。1859 年 ,哈密 尔 顿 提出 了 相当 于 下 面 这 样 一 个 
问题 ， 能 不 能 找到 一 条 旅行 路 线 ， 从 一 个 城市 出 发 ， 洪 着 交通 线 
经 过 每 个 城市 恰好 一 次 ， 再 回 到 原 出 发 地 ?如 果 能 找到 这 样 一 条 
旅行 路 线 ， 我 们 就 称 这 样 的 图 为 一 个 哈密 尔 顿 图 。 并 不 是 每 个 平 
面 都 是 哈密 尔 顿 图 ,但 许多 具有 3 一 连通 的 三 次 平面 图 是 哈密 尔 顿 
的 。 这 是 不 是 一 个 普通 规律 呢 ? 1946 年 ， 托 特 给 出 了 一 个 46 个 点 
的 具有 上 述 性 质 的 平面 图 的 反例 ,从 而 证 明了 索 特 猜想 是 不 对 的 。 
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(二 ) 逐 次 趋 近 


数学 猜想 中 有 不 少 世界 著名 的 难题 ， 对 于 这 些 世 界 难题 ， 人 . 
们 常常 设法 先 证 明 它 的 一 种 减弱 的 命题 ， 然 后 一 步 一 步 地 向 它 逐 
次 趋 近 。 数 学 发 展 史上 有 许多 这 样 的 例子 。 

例 1， 前 面 提 到 的 哥 德 巴赫 猜想 ， 自 1742 年 被 提出 后 ,广大 数 
学 家 陆续 作出 了 越 来 越 接近 最 后 解决 〈 假 定 以 偶数 = (1+1) 来 表 
示 ) 的 成 果 ， 

1924 年 ， 拉 德 马 哈 尔 证 明了 ， 偶 数 = (7+7); 

1932 年 ， 爱 斯 斯 尔 曼 证 明了 :， 偶数 = (6-65, 

1938 年 ， 布 赫 斯 塔 勃 证 明了 ， 偶 数 =(5+5) 

1940 年 ， 布 替 斯 塔 勃 证 明了 ， 偶 数 = (4 + 4)， 

1957 年 ， 维 诺 格 拉 朱 夫 证 明了 ， 偶 数 = (3 +3)， 

1957 年 ， 王 元 证 明了 : 偶数 = 243» 

1962 年 ， 潘 承 润 证 明了 ， 侦 数 = (1 +5) 

1962 年 ， 王 元 和 潘 承 洞 证 明了 ， 偶数 = (1 +4); 

1965 年 ， 布 赫 斯 塔 勃 等 证 明了 :， 偶数 = (1 +3); 

1973 年 ， 陈 景 润 证 明了 ， 偶数 =(1+2)。 

例 2，1859 年 ， 德 国 数学 家 黎 曼 (B. Riemann. 1826—1866), 
一 连 提 出 六 个 猜想 。 第 一 、 三 、 四 个 猜想 已 于 1852 年 由 法 国 数学 
家 哈达 马 证 明 ， 第 二 、 六 个 猜想 已 于 1894 年 由 曼 高 尔 特 解决 。 后 
来 只 剩 下 第 五 个 猜想 ， 即 函数 


(其 中 s = 0 + ti 为 复数 的 零点 全 部 落 在 复 平面 的 一 条 直线 0 = 二 

上 。 一 百 多 年 来 ， 许 多 数学 家 就 其 减弱 的 命题 进行 了 试 证 ， 并 取 

得 了 一 系列 重要 成 果 ， 逐 步 向 最 后 结果 党 近 ,为 了 说 明 这 种 情况 ， 

我 们 先 来 讨论 一 下 黎 曼 6Cs) 函 数 在 一 个 有 限 范围 内 的 零点 个 数 问 

题 。 设 这 个 范 习 是 s 的 虚数 部 分 的 绝对 值 不 超过 了 ， 实 数 部 分 在 0 
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与 之 间 。 用 N(T)? 表 示 6(s) 在 这 一 范围 内 的 零点 个 数 。 若 * 的 范围 
改 为 虚数 部 分 的 绝对 值 不 超过 7， 实数 部 分 等 于 二 ， 用 No(7) dé 


示 2(s) 在 其 中 的 零点 个 数 。 假 如 我 们 能 证 明 NCT7 = NOD, WA 
繁 曼 猜 想 就 被 证 明了 。 

下 面 我 们 来 介绍 一 下 目前 研究 的 进展 。1948 F, Æ 尔 伯 格 
(Selberg) 证 明了 一 定 存 在 这 样 一 个 常数 c， 使 NoC(T) 宇 cN(T) 成 
立 。 对 其 中 c 取 什么 样 数 值 他 没有 明确 ,实际 上 按 他 的 方法 只 能 求 
出 一 个 十 分 小 的 ce。 许多 数学 家 力图 找到 一 个 较 大 的 c。 如 果 c 可 取 
为 1， 则 黎 曼 猪 想 便 被 证 明 是 正确 的 。 这 是 因 为 No(T)<NCT) 是 
BRB, WRAN DNT), WAND = N(T) 就 是 必然 的 
了 。1973 年 ， 菜 文生 (Levinson) WEHT, N,(T)»2N()/3, 
1974 年 ， 他 又 改进 为 No(T》>>0.3474 NT)。1980 年 ， 我 国 数学 
家 楼 世 拓 ， 又 改进 了 上 述 结果 。 


由 于 O"EGOBEY t0 全 部 在 :的 实数 部 分 等 于 十 的 这 


条 直线 上 ”与 “在 上 述 这 条 直线 之 外 56Cs) 没 有 非 平 凡 零 点 ”这 两 
个 命题 是 等 价 的 ， 所 以 我 们 可 以 证 明 , 在 ;= 0+ 女 的 实 部 分 0 大 于 
或 等 于 1 时 ，E&Cs) 没 有 零点 ， 但 却 不 能 证 明 ， 对 于 任何 一 个 比 1 小 
的 数 a 来 说 ,0 大 于 或 等 于 4 时 ,6Cs) 没 有 零点 。 我 们 只 好 考虑 再 把 命 
题 减 弱 一 些 ， 即 希望 在 上 述 范 围 内 零点 个 数 不 很 多 。 这 就 是 所 谓 


等 点 密度 问题 ， 对 于 一 个 大 于 到 的 c 来 说 ， 在 s 的 实数 部 分 5 满足 


1>0 之 4，5 的 虚数 部 分 {满足 |t| <T 的 这 个 范围 之 中 ,ECs) 的 零点 
的 个 数 记 为 NCa,T)。 对 于 NCa,T) 的 估计 就 称 为 零点 密度 估计 。 
目前 这 方面 的 最 好 结果 是 赫 克 斯 雷 CHuxley ) 在 1923 年 得 到 的 结 
RR, NG, T) T^ 10779 从 上 述 的 一 系列 研究 成 果 看 ， 确 实 
逐渐 向 黎 曼 猜想 的 最 终 解决 趋 近 ， 但 仍 相 距 甚 远 。 


© 当 S = 一 2， -4, 时 £($) =0, 称 这 些 零点 为 4 平凡 零点 ”， 此 外 的 零 
点 均 称 “ 非 平凡 零点 ”。 
Q 参见 楼 世 拓 : < 关于 更 猜想 ，< 自 然 杂志 ?1980 年 5 期 ， 第 355-357 责 。 
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例 3，1932 年 ， 勤 默 (Lehmer) 提出 猿 想 , 不 存在 合 数 n 使 得 
gCn)1n -1， 即 推断 数论 函数 方程 po(s) =# 一 1 (m2) 无 正 整 数 
解 。 其 中 ,9(e) 是 欧 拉 函 数 , 表 示 不 超过 * 且 与 ? 互 素 的 正 整数 的 个 ， 
数 。1932 年 ， 勤 默 本 人 证 明了 ， 这样 的 8 如果 存在 , 则 ?至 少 是 7 个 
不 同 的 素数 的 乘积 ，1962 年 , 柯 召 与 孙 琦 证 明了 # 至 少 是 12 个 不 同 
素数 的 乘积 ，1963 年 , 柯 召 与 孙 琦 证 明了 ?至 少 是 13 个 不 同 素数 的 
乘积 ，1970 年 ， 有 的 数学 家 证 明了 #* 至 少 是 11 个 不 同 素数 的 溢 积 ; 
1975 年 ， 克 萧 〈Kishore) 又 证 明了 * 至 少 是 13 个 不 同 素数 的 乘积 。 
证 明 这 个 猜想 的 难度 很 大 , 现 有 不 少 的 数学 家 正在 积极 研讨 着 它 。 

例 4，1950 年 ， 欧 德 斯 (Erdós) 提出 猜想 ， 对 于 一 切 s>1 的 
正 整 数 ， 方 程 
A.l "S nm (e ) 

zı 


LENS 4 Y.Z. w3 (Strauss) REPE m 
方程 (， ) 的 解 z-、y、z 满 足 x 三 Y，y 王 2,ZX 三 z, 并 且 对 2<<n 之 6000 
证 明了 这 个 论断 是 正确 的 。1963 年 ， 柯 召 、 孙 琦 与 张 先觉 证 明了 
网 德 斯 猪 想 与 史 劳 斯 猜想 是 等 价 的 ， 且 证 明了 % 过 400000 时 ,这 个 
猜想 成 立 。 后 来 ， 杨 曼 托 〈Yamanoto) 又 把 这 个 结果 发 展 到 # < 
107, 

例 5, 采 取 逐 次 趋 近 的 方法 证 明 数 学 猜想 也 并 不 都 是 由 特殊 的 
命题 一 步 一 步 地 、 机 械 地 进行 ， 有 时 是 “一 般 ” 与 “特殊 ”交错 
进行 。 比 如 ， 证 明 “ 彰 加 惑 猜想 "(在 s 维 空间 中 的 一 个 点 集 ,若是 
一 1 连通 的 紧 致 流 形 ， 则 必定 是 » 维 球 》 的 情形 就 是 如 此 。 关 于 这 
个 猜想 ， 当 # = 1，# =2 时 ， 人 们 早已 知道 其 结果 是 正确 的 。1960 — 
年 ， 美 国 数学 家 斯 梅 尔 〈S: Smale) 证 明了 当 w 宇 5 的 一 般 情形 也 
是 对 的 。 但 是 当 wx 3, n 4 的 特殊 情形 ， 却 长 期 得 不 到 解决 。 一 
直到 1981 年 ,美国 数学 家 弗 里 德 曼 (M: Freedman) 才 证 明了 当 s 
= 4 时 ， 茧 加 勤 猜 想 是 对 的 。 又 过 五 年 ， 到 1986 年 ,葡萄 牙 数学 家 
3€X (E: Rêgo) 和 英国 数学 家 罗 克 〈C:; Rourke). 最 后 证 明了 当 
=3 时 ， 彭 加 勤 猜想 是 成 立 的 。 这 样 ， 自 1904 年 彭 加 勤 提出 这 一 
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猜想 ， 到 1986 年 最 后 解决 这 一 猜想 ， 共 经 历 了 82 年 的 时 间 ， 人 们 
是 通过 “特殊 一 一 般 一 特殊 ”的 曲折 途径 获得 成 功 的 。 


(三 ) 命 题 转化 


有 些 数 学 猜想 ， 采 用 直接 证 明 的 方法 长 期 得 不 到 进展 ， 怎 么 
办 呢 ? 人 们 往往 选取 命题 转化 的 途径 。 其 具体 作法 有 二 种 。 第 一 
是 转化 为 等 价 命题 ， 即 要 证 明 某 个 数学 猜想 ， 先 提出 与 其 等 价 的 
命题 ， 然 后 证 明 这 个 等 价 命题 ， 从 而 原 数学 猜想 得 证 。 比 如 ,1882 
年 ， 德 国 数学 家 康 托 尔 提出 “连续 统 假设 .1934 年 ， 为 了 证 明 这 
一 著名 的 数学 猜想 ， 谢 宾 斯 (Sierpinshi) 曾 列举 了 12 个 与 它 等 价 
的 命题 ， 还 列 出 了 关于 连续 统 假设 的 82 个 推论 。 后 来 人 们 在 此 
启发 下 ， 把 “连续 统 假设 ”的 研究 向 前 推进 了 一 大 步 。 又 比如 ， 
AFE (Newman) 猜想 也 是 这 样 。 此 猜想 的 内 容 是 整数 m + 1, 
111 十 2， eee ,m-cenjàu MERHEIM +i mei, mc 
i, dE (nd, Deltiz1, 2,7, n, 对 这 个 数学 猜想 ,1963 
年 戴 金 (Dayhin) 和 贝 弥 斯 (Baines) 证 明了 在 * = m 时 此 猜想 成 
立 。 同 年 ， 柯 召 、 孙 琦 、 展 文 霖 证 明了 在 # 三 17016 时 此 竹 想 成 立 。 
1971 年 ， 卡 福特 (Chvétai〉 证 明了 4“ 1002 时 此 猜想 成 立 。 但 至 
今 未 能 得 到 最 后 证 明 。 我 国 数学 家 闵 惰 稚 ， 为 了 证 明 这 一 猜想 ， 
曾 证 明了 与 它 等 价 的 命题 。 这 个 等 价 命题 是 ， 若 5 宇 0, 而 0 过 a1 < 
d, Ka, xn, b«b,« "EN «b, <b i nR ERA, HG;,5;) 
1, Wk e hes, XSETORACKIS n, UL fb BOE e ^p E 
猜想 是 否 正确 。 闵 天 稚 曾 用 这 个 结果 检验 了 x = 10 和 4 1008), 
此 猜想 是 成 立 的 。 . 

运用 命题 转化 来 证 明 数学 猜想 的 第 二 个 具体 作法 是 ， 要 证 明 
某 个 数学 猪 想 ， 先 证 明 另 一 个 数学 猜想 成 立 ， 然 后 用 这 个 数学 猜 
想 推 证 出 原 数 学 猜想 的 成 立 。 比 如 ，1916 年 ， 比 巴 霸 赫 提 出 著名 


t (mtis D =1 表 未 整数 由 + 六 与 /的 最 大 公约 数 是 1， 即 它们 互 素 。 
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的 “ 比 巴 霸 赫 猜想 ” ,六 十 多 年 来 ,许多 数学 家 作出 了 一 系列 成 果 ， 
但 都 未 能 最 后 解决 。 一 直到 1984 年 ,被 路 易 斯 * 德 布朗 格 斯 (Louis 
de Branges) 解决 了 ， 引 起 了 数学 界 的 震惊 ! 他 是 怎样 解决 的 呢 ? 
正 是 先 证 明了 另 一 个 米 林 Milin) 于 1971 年 提出 的 更 强 的 猜想 ， 
因为 这 个 猜想 隐 含 了 比 巴 霸 苗 猜想 ， 故 通过 这 个 间接 的 途径 证 明 
TUE BS. 


(四 ) 反 证 法 

以 上 讨论 的 证 明 方法 ， 基 次 上 尾 于 非 逮 辑 方法 。 其 实 ， 在 数 
学 猜想 的 论证 中 ， 也 经 常 采 取 过 辑 论证 的 方法 。 像 反 证 法 就 是 其 
中 的 一 个 。 什 么 叫 反 证 法 呢 ? 所 油 反 证 法 就 是 用 否定 待 证 结论 而 
导出 矛盾 来 肯定 待 证 结论 的 一 种 推理 方法 。 这 种 推理 方法 的 基本 
思想 是 ， 在 肯定 前 提 的 情况 下 ， 从 否定 待 证 结论 出 发 ， 根 据 已 知 
事实 〈 前 提 或 公理 、 定 理 等 )， 进 行 正 确 的 逻辑 推理 ,最 后 导出 与 
已 知事 实 蔬 盾 ， 而 已 知事 实 是 正确 无 疑 的 ， 因 此 这 种 矛盾 说 明了 
“否定 待 证 结论 "是 不 正确 的 ， 从 而 从 反面 肯定 了 待 证 结论 是 正确 
的 。 比 如 ， 早 在 公元 前 人 们 就 提出 “素数 有 无 穷 多 ”这 一 猜想 。 
古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 用 反 证 法 证 明了 这 个 问题 。 事 实 上 ， 假 定 
KARRAR, MARS: Pi, Pree, Pho XXP, Py Pp oee 
P+ 1 一 定 可 分 解 为 某 些 素数 的 乘积 ， 如 分 解 为 PP:。…… Pu, 
就 是 说 PP:……. PQETBDBEP,. P, ……P.: 整 除 ， 即 M= 


"RES Hy LAMB XU PPP, - 已 是 所 求 素数 之 积 , 故 


PiP PEREP Pene Pa ER, EE, 


因为 等 式 右 端 第 一 项 是 整数 ， 第 二 项 不 是 整数 ， 故 M 不 是 整数 。 
这 就 与 前 面 说 M 是 整数 矛盾 ， 从 而 证 明了 原 假 定 是 错误 的 ， 亦 即 
证 明了 “素数 有 无 穷 多 ”这 一 猜想 是 正确 的 。 
又 比如 ，“ 欧 氏 第 五 公设 是 可 证 的 ”这 一 数学 猜想 也 是 巧妙 地 
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运用 反 证 法 解决 的 。 下 面 ， 我 们 就 来 分 析 一 下 这 一 历史 过 程 。 

早 在 公元 前 三 世纪 ， 上 十 希腊 数学 家 哆 几 里 得 等 ， 在 系统 地 总 
结 了 古代 人 们 在 长 期 实践 中 积累 起 来 的 数学 知识 的 基础 上 ， 完 成 
了 数学 巨著 (几何 原本 >。¢ 几 何 原 本 > 把 公认 的 一 些 事实 列 为 二 十 
三 个 定义 、 五 个 公设 和 五 个 公理 ,并 以 此 为 前 提 , 用 演绎 推理 的 方 
法 证 得 了 一 系列 定理 ， 从 而 形成 了 世界 上 最 早 的 一 部 公理 化 数学 
著作 。 它 是 数学 发 展 史上 的 一 项 重大 成 果 。 然 而 ， 在 开始 以 及 以 
后 相当 长 的 时 间 里 ， 人 们 对 其 中 作为 推理 前 提 的 “第 五 公设 ?O 是 
有 怀疑 的 。 因 为 公设 或 公理 一 般 说 来 是 通过 实践 反复 证 明了 的 公 
认 事实 ， 具 有 “自明 性 ?, 所 以 就 表现 为 在 数学 上 不 加 证 明 也 无 法 
证 明 的 东西 。 而 “第 五 公设 ”看 起 来 比较 复杂 ， 不 像 其 他 公设 ， 
公理 那样 便于 在 实践 中 直接 检验 和 不 证 自明 ， 加 之 < 几何 原本 ?中 
的 前 二 十 八 个 命题 的 证 明 均 未 用 到 它 。 这 些 都 促使 人 们 考虑 ,“ 第 
五 公设 ”是 否 不 是 “公设 ”而 是 可 以 给 出 数学 证 明 的 “定理 ?? 于 
是 ， 人 们 就 提出 了 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”这 样 一 个 数学 猜想 ， 并 
有 许 许多 多 的 数学 家 参与 了 试 证 工作 。 但 是 ， 结 果 都 失败 了 。-- 
直到 十 九 世纪 初 ， 人 们 从 屡屡 的 失败 中 渐渐 得 到 启示 ,进而 考虑 ， 
欧 氏 第 五 公设 是 否 不 可 证 ? 如 果 从 理论 上 证 明 欧 氏 第 五 公设 不 可 
证 ,那么 数学 家 为 之 奋斗 二 千 多 年 的 试 证 工作 不 就 得 到 结果 了 吗 ? 
这 样 ， 人 们 便 开始 从 原来 试 证 “可 证 ”转向 “不 可 证 ?这 一 命题 。 
或 者 说 ， 为 了 解决 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ” 这 一 猜想 又 进而 提出 和 
试 证 “ 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ”这 样 一 个 新 的 猜想 。 

十 九 世纪 二 十 年 代 , 德 国 的 高 斯 (C: F: Gauss, 1777—1855), 
俄国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 )》 Hs Henoóa-nebckuil, 1792—1856) EE] 
FARE - BRHE (I Bolyai, 1802—1860) 这 三 位 数学 家 ,在 不 
同 的 国度 里 ， 几 乎 同时 对 这 一 新 的 “不 可 证 ? 猜想 进行 了 深入 的 
研究 ， 并 以 各 自 独特 的 方式 ， 巧妙 地 运用 反 证 法 证 明了 它 。 这 里 ， 
仅 就 罗 巴 切 夫 斯 基 证 明 此 猜想 的 基本 思想 来 说 明 问题 的 实质 。 


O 欧 氏 第 五 公设 的 内 容 是 ， 若 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ， 且 在 同一 个 向 记 构 
成 的 两 个 同 偏 内 角 之 和 小 于 二 直角 , 则 把 这 两 条 直 加 向 这 一 俐 适当 延长 之 后 一 定 相交 。 
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1826 年 2 月 23 日 , 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 物理 数学 系 的 学 术 
会 议 上 宣读 了 他 关于 平行 线 理论 的 论文 《几何 学 原理 扼要 冰释 及 
平行 线 定理 的 严格 证 明 >， 证 明了 “网 氏 第 五 公设 不 可 证 ”这 一 猪 
想 是 正确 的 。 正 如 他 在 1835 年 发 表 的 (新 几何 原本 ?中 所 说 的 那样 ， 
“大 家 知道 ,直到 今天 为 止 ,几何 学 中 的 平行 线 理论 还 是 不 完全 的 。 
从 欧 几 里 得 时 代 起 ， 两 千 多 年 的 枉然 努力 ， 使 我 们 不 得 不 怀疑 ， 
人 们 要 证 明 的 这 个 真理 ， 还 不 能 由 原 有 概念 中 推出 ， 类 似 于 物理 
定律 ， 只 有 经 验 ， 例 如 天 文 观测 ， 才 能 验证 它 。 我 的 猜测 的 正确 
性 已 经 得 到 证 实 ， 我 认为 最 困难 的 这 个 问题 完全 得 到 了 解决 ， 我 
在 1826 年 谈 到 了 这 个 论证 ."@ 那么 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 到 底 是 怎样 证 
明 的 呢 ? 概括 地 说 ， 就 是 用 反 证 法 证 明 的 。 事 实 上 ， 他 的 证 法 大 
体 分 为 三 步 ， 

第 一 ， 以 < 几何 原本 ?中 的 定义 、 公 理 、 公 设 〈 不 包括 第 五 公 
WO 以 及 与 第 五 公设 无 关 的 定理 (如 «几何 原本 中 的 前 28 个 命题 
为 基础 ， 作 成 一 个 基本 的 公理 系统 ， 并 假定 第 五 公设 是 这 个 公理 
系统 的 推论 

第 二 ， 否 定 第 五 公设 ,并 给 出 其 否 命题 ,过 已 知 直 线 外 一 点 ， 
至 少 可 以 引 两 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 ”, 同 时 将 此 否 命题 加 入 上 
述 基本 公理 系统 中 去 ， 作 成 一 个 扩大 了 的 公理 系统 ， 那 么 ， 这 个 
扩大 的 公理 系统 中 必然 会 有 互相 矛盾 的 命题 出 现 〈 如 第 五 公设 与 
它 的 否 命 是 就 是 其 中 的 一 对 了 矛盾》 l 

第 三 ， 证 明 这 个 扩大 的 公理 系统 中 没有 矛盾 。 

这 三 步 恰好 体现 了 反 证 法 。 因 为 在 作出 拓 本 公理 系统 后 ， 假 
定 第 五 公设 是 这 个 系统 的 推论 ， 也 就 是 令 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”， 
这 显然 是 对 “ 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ”这 一 待 证 结论 的 否定 。 由 此 
出 发 又 得 出 在 扩大 的 公理 系统 中 ， 必 然 存 在 矛盾 的 结论 。 但 是 ， 
在 这 种 假定 条 件 下 的 逻辑 推演 ， 其 结果 没有 得 到 任何 矛盾 "于 
古 ， 就 出 现 了 “必然 存在 矛盾 ”但 又 “得 不 到 矛盾 ?这样 一 个 “ 矛 


Q 转 引 自信。TN。 诺 尔 金 ; “几何 学 基础 >， 国 立 技术 出 版 社 1956 年 版 ， 第 61 页 。 
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盾 ”。 这 只 能 说 明 原 来 假定 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”是 不 正确 的 ， 因 
而 “ 欧 氏 第 五 公设 不 可 证 ”这 一 猜想 是 正确 的 。 正 因为 在 扩大 的 
公理 系统 中 推 不 出 矛 质 ， 所 以 在 证 明 的 过 程 中 便 形成 了 一 整套 系 
统 的 逻辑 上 无 矛盾 的 几何 理论 ， 即 非 殉 几何 学 。 

这 里 ,还 应 强调 指出 的 是 ,如 果 说 , 欧 氏 几何 是 以 归纳 为 开端 ， 
演绎 为 手段 ， 构 造 其 理论 体系 ,充分 体现 了 归纳 法 的 创造 性 功能 ， 
那么 非 欧 几何 却 是 同时 以 演绎 法 为 开端 和 手段 ， 建 立 起 来 的 理论 
体系 ， 深 刻 反映 了 演绎 法 也 能 开辟 数学 新 天 地 。 这 一 事实 ， 有 力 
地 说 明了 过 去 人 们 对 演绎 法 作用 的 传统 看 法 是 有 局 限 性 的 。 过 去 
有 人 认为 ， 归 纳 法 能 够 “促成 知识 的 真正 进步 "，“ 富 有 创造 性 功 
能 ", 而 演绎 法 “只 能 扩大 已 有 的 理论 成 果 ”"，“ 不 可 能 导出 新 的 概 
括 ”， 不 可 能 在 科学 上 作出 较 大 的 进展 *， 一 句 话 ， 就 是 没有 开辟 
新 领域 的 作用 。 事 实证 明 这 种 看 法 是 不 符合 实际 的 ， 是 片面 的 。 

判定 数学 猪 想 的 真 仿 人 性 ， 除 上 述 四 种 途径 以 外 ， 还 有 机 器 证 
明 〈 详 见 本 书 第 五 章 ) 以 及 运用 各 种 常规 方法 等 。 当 某 猜想 长 久 
得 不 到 解决 ， 人 们 还 往往 采取 先进 行 能 行 性 分 析 , 如 果断 定 是 “不 
可 淹 定 性 ”的 ， 则 另 寻 新 方法 ， 开 辟 新 领域 ， 以 求解 决 之 。 
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八 、 数 学 猜想 的 艰难 性 


在 本 书 的 前 言 中 ， 我 们 就 谈 到 了 数学 猜想 一 般 说 来 是 一 时 解 
决 不 了 的 数学 难题 ， 就 是 说 ， 它 具有 明显 的 艰难 性 这 种 艰难 性 ， 
主要 表现 在 以 下 三 个 方面 。 


(一 ) 有 一 个 逐步 完善 的 过 程 


数学 研究 的 实际 表明 ， 数 学 狂想 与 其 他 任何 数学 问题 的 提出 
一 社 ， 并 非 一 帆 风 顺 ， 往 往 要 经 过 一 个 酝酿 、 萌 发 、 修 改 和 完善 
藤 过 程 。 理 以 凸 多 面体 的 面 数 (FE)、 顶 点 数 〈(V) 与 棱 数 OD 的 
关系 公式 : +V= 吝 + 2 的 提出 为 例 予 以 说 明 。 

我 们 首先 选择 一 些 个 别 的 多 面体 ;:(1)〉 三 杰 锥 《2〉 立 方 体 、 
G) ERB. (O AMEG 十 二 面体 (6) 二 二 面体 (7) 塔 顶 
体 .《8; 茂 角 立方 体 .(9) 截 角 五 棱柱 。 

然后 ， 数 洲 它 们 各 骨 的 面 数 〈F) ,顶点 数 CO, SB UO», 
F FEOLA). 

现 盲 ， 我 们 来 观察 一 下 此 表 中 的 各 数字 ， 看 它们 之 间 有 何 带 
有 规律 性 的 关系 ? 开始 时 ， 不 易 一 下 子 看 出 什么 ， 只 好 试 考虑 一 
些 可 能 。 比 如 ,，V 是 否 随 F 的 增加 而 增加 ? 仔细 观察 可 看 出 , 表 中 
的 〈1)、(2)、(3)， 依 次 确 有 这 种 趋势 ， 即 F 数 为 4 一 6 一 7， 则 7 数 
为 4~8 一 10。 但 再 看 (4) 与 (7), 却 出 现 B 增 加 了 ， 但 Y 并 没 有 增 
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截 角 立方 体 
LOC EO 1:3 


加 ,故此 种 可 能 不 成 立 。 又 比如 ,E 是 否 随 P 或 V 的 增 大 而 增加 ? 观 
察 后 可 发 现 ， 从 (7) 到 (8),Y 是 从 9 到 10, 但 B 却 是 从 16 到 15 ,前 者 
增加 了 ， 而 后 者 却 减 少 了 ， 从 (3) 到 (4),F 从 7 到 8， 但 B 却 是 从 15 
到 12， 前 者 增加 了 ， 而 后 者 却 减 少 了 ， 故 这 种 可 能 也 不 成 立 。 那 
么 ， 到 底 RF、V、5E 这 三 者 的 关系 有 何 规律 呢 ? 再 仔细 观察 ， 就 可 
以 发 现 ，E 总 是 随 F+V 的 增加 而 增加 的 ， 并 通过 计算 可 知 ， 这 个 
增加 的 具体 公式 是 ，F+V =E+2。 于 是 ,我 们 可 以 运用 归纳 法 提 
出 猜想 ， 一 切 多 面体 的 面 数 《F), 顶 点 数 《V) e (BE) 的 关 
系 均 为 ，F+V=E+2。 

一 个 狂想 提出 后 ， 人 们 总 是 要 考虑 ， 这 一 猜想 是 否 理想 ? 就 
是 说 ， 是 否 存在 一 些 很 容易 就 发 现 的 相反 的 情形 ? 如 果 存 在 ， 就 
应 对 原 提 出 的 猜想 进行 修改 ， 使 之 更 加 完善 。 为 此 ， 我 们 再 来 进 
行 一 些 检验 。 

我 们 依据 这 个 想法 ， 可 找到 一 个 镶 幅 画 的 框架 状 多 面体 。 取 
一 条 三 杰 形 的 杆 ， 把 它 分 割 成 四 段 ， 把 它 装配 成 一 个 框架 状 多 面 
体 ， 并 假设 这 个 框架 是 放置 在 平板 上 的 。 先 计算 棱 数 ， 水 平 术 数 
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有 4x3= 12， 不 水 平 的 校 数 也 有 4x 3 = 12, EL EE 12 + 12 = 
24。 再 计算 面 和 顶点 数 ， 我 们 发 现 F = 4x3=12, 而 且 V=4x3= 
12。 结 果 ,F+V = 24 与 了 +2= 26 不 相等 ， 即 对 这 个 多 面 来 说 ,上 述 . 
猜想 并 不 成 立 , 前 面 讨论 的 多 面体 与 这 种 多 面体 有 什么 不 同 呢 ? 根 
本 区 别 在 于 前 者 是 凸 多 面体 ， 而 后 者 是 非 凸 多 面体 。 因 此 ， 我 们 
只 好 把 原来 的 猜想 加 以 限制 ， 改 为 ， 一 切 凸 多 面体 的 面 数 (F), 顶 
点 数 (V) SRA CE) 的 关系 为 +V=EE+2。 这 一 猜想 实际 上 是 
著名 数学 家 欧 拉 提 出 的 ， 所 以 有 时 被 人 们 称 为 “ 欧 拉 公式 ?。 

总 之 ， 一 个 好 的 数学 猜想 的 提出 确 是 不 容易 的 ， 它 不 仅 要 求 
提出 者 具有 雄厚 的 数学 基础 知识 和 较 高 的 分 析 洞 察 能 力 ， 而 且 要 
求 提 出 者 还 要 深思 熟 虚 、 不 厌 其 烦 的 检验 与 修改 ， 使 其 不 断 完 
善 。 数 学 史上 一 些 重大 的 数学 猜想 ,为 什么 大 部 分 出 自 大 数学 家 之 
手 ， 原 因 也 就 在 这 里 。 


(二 ) 时 间 长 与 途径 曲折 


数学 发 展 史 表 明 ， 数学 猜想 尤其 是 一 些 重大 数学 狂想 的 研 计 
和 人 解决， 是 极其 困难 的 ， 其 主要 表明 有 二 个 方面 。 


1 HAK 


历史 表明 ， 数 学 猜想 的 解决 ， 有 的 需要 几 年 、 十 几 年 ， 也 有 
的 需要 刀 十 年 、 几 百年 的 ， 还 有 的 需要 一 千年 、 两 千年 ……。 比 
如 ， 魏 尔 猜想 自 1949 年 提出 到 1974 年 德 利 涅 证 明 是 正确 的 ， 经 过 
了 25 年 欧 德 斯 猜想 自 1950 年 提出 至 今 已 经 过 36 年 尚未 解决 ， 惑 
区 猜想 自 1932 年 提出 至 今 已 经 过 54 年 尚未 解决 ， 泰 特 猜 想 自 19 世 
纪 末 提出 到 1946 年 托 特 举 出 反例 否定 了 它 , 经 过 了 近 50 年 : 费 尔 马 
猜想 自 1664 年 提出 到 1732 年 欧 拉 举 出 反例 否定 了 它 ,经 过 了 68 年 ， 
连续 统 假设 自 1882 年 由 康 托 尔 提出 至 今 经 过 104 年 尚未 解决 ? 黎 曼 
于 1859 年 提出 六 个 猜想 ， 第 一 、 三 、 四 个 由 哈达 玛 于 1892 年 解决 ， 
经 过 了 33 年 ， 第 二 、 六 个 由 曼 高 尔 特 于 1894 年 解决 经 过 了 35 年 
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第 五 个 至 今 已 有 127 年 尚未 解决 ;四 色 猜 想 自 1840 年 由 莫 比 乌 斯 提 
出 至 1976 年 由 阿 佩 尔 . 黑 肯 获 证 ,经 过 了 136 年 ,山特 兰 猜想 自 1842 
年 提出 至 今 已 有 144 年 尚未 解决 ， 哥 德 巴赫 猜想 自 1742 年 提出 
至 今 已 有 244 年 尚未 解决 ， 默 森 尼 猜想 自 1644 年 提出 至 今 已 有 342 
年 尚未 解决 ;“ 费 尔 马 大 定理 " 自 1637 年 提出 至 今 已 有 349 年 尚未 解 
决 ; 网 氏 第 五 公设 可 证 ”猜想 自古 希腊 提出 后 到 19 世 纪 20 年 代 由 
高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 , 亚 . 鲍 耶 最 后 解决 ， 经 过 了 2000 多 年 等 等 。 


2 途径 曲折 


一 个 数学 猜想 从 提出 冯 最 后 解决 ， 有 时 即使 由 世界 各 国 优秀 
数学 家 进行 研 诗 ， 也 往往 要 经 过 一 个 漫长 而 曲折 的 途径 。 比 如 ， 
著名 的 比 巴 竺 赫 猜 起 ， 自 1916 年 提出 后 ， 世 界 各 国 许多 杰出 的 数 
学 家 对 它 进 行 了 研究 ,并 采取 了 不 同和 交 从 径 ,发 表 了 大 最 的 著 作 ， 
但 进展 是 相当 缓慢 的 ， 从 下 面 的 丈 渐 趋 近 最 后 解决 的 成 果 不 难看 


出 这 一 点 。 
CD 对 4, 的 检验 的 系列 成 黑 是 ， 
©1916, LESH 证 明了 Ja, | <2; 
19234E£, BH gh WER T |a. | «3; 


(019554E, FÈIRA 证 明了 je.j «4; 

1968 年 ， 佩 德 森 与 奥 赞 书 证 明了 la6 | «6; 

1976 年 ， 佩 德 森 与 希 佛 证 明了 las | «5, 

(2) 先 证 |a,| <k, (n=1,2,…… ),k 为 常数 ， 然 后 逐步 改进 
k 并 使 它 鸥 于 1， 其 成 果 进 展 是 ， 


O19164, KEB 。 证 明了 |o,| S n, 
@1925 年 ， 利 特 尔 伍德 ”证 明了 |a, | en, 
OVE, PAE EAT jajc en o 


多 1965 年 ， 法 基 列 维 克 ”证 明了 [an| <1.3586n + 1.51; 
©1965, Æ 林 证 明了 |a,| —1.243n, 
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@1972 年 ， 菲 尔 杰 拉 尔 德 ” 证 明了 |a,| —1.081n; 
(D19784E, ESAR 证 明了 |a,| «1.06575; 
(D 对 s 族 中 的 子 族 进 行 研 究 的 成 果 是 ， 


Os; - {f(z);1(2)E sf(z)= Sac 为 实数 }) 则 当 /(2) € s; 


时 ,有 |c,| 把 n (21, 2, «25; 

@ 设 原点 z=0€D， 如 D 中 任 一 点 子 与 原点 的 连 线 属于 D， 则 
称 D 为 关于 原点 的 星 形 区 域 。 记 /Cjz| D 为 1z1<1 关 于 jz)》 的 
DI 

ds.-00» SOEs «D 是 关于 原点 的 星 形 区 域 }， 
WAS Es: 时 有 

la |n (=1，2，3，…… )。 

@@ 如 果 区 域 D 内 任意 两 点 的 连 线 都 属于 D， 这 时 称 D 为 凸 形 区 
域 。 

Bss = (OD, fCO € s, fC] 2] < EAER R), pf € s. 
时 ， 有 

la.| xn (nz 1, 2, e )。 

经 过 68 年 的 相继 努力 ， 最 后 于 1984 年 ， 才 由 路 易 斯 。 德 布朗 
格 斯 巧妙 地 利用 泛 函 分 析 中 的 算 子 理论 证 明了 比 巴 霸 赫 猜想 是 正 
确 的 。 

解决 数学 猜想 不 仅 和 需要 多 种 途径 ， 而 且 也 常常 经 历 多 次 反复 
才能 解决 。 比 如 , 欧 拉 方 阵 猜想 自 1782 年 提出 到 1959 年 最 后 解决 
在 这 177 年 中 就 至 少 经 历 过 三 次 较 大 的 反复 。 从 前 面谈 到 的 可 知 ， 
第 一 次 反复 ，1901 年 彼得 尔 森 用 几何 方法 证 明了 m = 6B], 3X—38 
想 是 正确 的 ， 但 1905 年 塔 里 证 明 彼得 尔 森 的 证 明 是 错误 的 。 第 二 
次 反复 ,1901 年 维尔 尼克 用 代数 方法 证 明 这 一 猜想 是 正确 的 ， 但 
麦克 尼 许 却 提出 维尔 尼克 的 证 明 是 不 对 的 ， 第 三 次 反复 ，1922 年 
麦克 尼 许 用 拓扑 方法 证 明 这 一 猜想 是 正确 的 ， 但 1942 年 勤 维 却 证 
明 麦 克 尼 许 的 证 明 也 是 错误 的 。 一 直到 1959 年 ， 才 由 玻 色 和 史 里 
克 汉 德 举 出 反例 ， 最 后 彻底 否定 了 欧 拉 方 阵 猜 想 。 
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又 比如 ,* 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”这 一 猜想 ， 自 公元 前 三 世纪 提 
出 后 ， 世 界 各 国 大 量 数学 家 投入 了 这 一 试 证 工作 ， 其 主要 代表 人 
物 有 ， 古 希腊 的 波 西 道 尼 〈 公 元 前 1 世纪 ,拜占庭 的 普 洛克 尔 ( 公 
元 5 世纪 )， 伊 朗 的 纳西 艾 丁 ， 履 西 〈1201 一 1274 年 ), 英 国 的 瓦 里 
Wi 1616 一 1703), 辣 大 利 的 萨 开 里 (1667—1773) ,瑞士 的 兰 佩 特 

(1728—1777) ,法 国 的 勒 让 德 (1752 一 1833 年 ) ,俄国 的 古 利 耶 夫 
(1764—1813), 匈牙利 的 法 ， 鲍 耶 ， 德 国 的 须 外 卡尔 特 《〈1780 一 
1859) 等 等 。 他 们 前 赴 后 继 ， 连 续 作战 ， 付 出 巨大 的 劳动 ， 有 的 
甚至 献 出 毕生 的 精力 ， 但 结果 都 一 一 失败 了 。 他 们 写 出 大 批 有 关 
试 证 网 氏 第 五 公设 的 书籍 和 文章 ， 据 不 完全 统计 ， 仅 公开 发 表 的 
这 方面 专著 就 有 二 百 五 十 多 部 。 其 中 ,确实 给 出 了 许 许多 多 证 明 ， 
但 仔细 考察 便 可 发 现 ， 不 少 人 在 证 明 的 过 程 中 ， 自 觉 或 不 自觉 地 
引用 了 与 欧 氏 第 五 公设 相等 价 的 命题 ， 犯 了 逻辑 循环 的 错误 。 一 
直到 十 九 世 纪 二 十 年 代 ， 在 总 结 二 千年 失败 教训 的 基础 上 ， 才 获 
得 彻底 解决 。 . 

研讨 数学 猜想 ， 有 时 还 要 创造 出 各 种 新 方法 才能 取得 进展 。 
前 面 讲 到 的 “ 相 邻 平方 数 之 间 至 少 存在 二 个 素数 ” 即 杰 波 夫 猜 想 
的 研究 情况 就 是 如 此 。 为 了 探讨 素数 分 布 的 状况 ， 长 期 以 来 数学 
家 们 就 在 研究 两 个 相 邻 平方 数 之 间 是 否 存 在 素数 ， 存 在 多 少 素数 
等 问题 。 但 是 ， 由 于 素数 有 无 限 多 个 ， 所 以 对 素数 充分 大 时 的 情 
况 就 难以 讨论 ， 研 究 进 展 是 十 分 艰难 而 缓慢 的 。 我 们 知道 杰 波 夫 
猪 想 亦 称 “ 相 继 素 数 差 猜 想 ?, 这 是 因为 “ 相 邻 平方 数 之 间 至 少 存 
在 二 个 素数 ”可 变换 为 “相继 素数 差 ” 问 题 的 讨论 。 事 实 上 ， 我 
我 们 用 zx、Y 表 示 实 数 ， 考 虑 区 间 Fz，z+Y] 是 否 存在 素数 ， 如 果 
令 T=n*，Y=2n+1, 并 说 在 此 区 间 内 至 少 存在 两 个 素数 ,那么 此 
问题 就 变 成 为 杰 波 夫 猜想 了 。 当 z 取 为 第 ?个 素数 P. 时 ， 若 在 区 间 
[z，z+Y] 中 存在 素数 ， 则 第 4 + 1 个 素数 P,, 1 必 属 于 此 区 间 ， 亦 
即 有 

r-P.aaQcrtrY-P,.-Y, 
所 以 
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P，1 一 了 .<Y。 C») 

MERHBA: YEERE, zr + 了 YJ] 中 一 定 存在 素数 ? 

我 们 知道 ， 在 自然 数列 中 ， 可 找到 连续 K 个 合 数 ， 对 这 样 的 
KK， 必 有 P,;1 一 P, 宝 K， 这 里 的 K 可 为 任意 大 。 可 见 ， 如 果 取 Y 为 
一 个 常数 ， 则 它 无 论 为 多 么 大 ,(*; 式 都 不 可 能 成 立 。 那 么 ,了 值 到 
底 应 如 何 选取 呢 ? Y 可 取 为 z 的 增 旅 函 闭 。 如 取 Y=z， 即 讨论 在 
[z，2z] 区 间 中 是 否 存在 素数 的 问题 .六 少数 学 家 对 此 问题 进行 了 
研究 ， 并 取得 一 些 成 果 。1845 年 , 伯 特 兰 (J- Bertrand) iE BH. 了 当 
6<hn<6000000 时 ,在 n/2 与 %~ 2 之 间 至 少 有 一 个 素数 , 将 此 结论 后 
和 人 称 之 为 “ 伯 特 兰 猜 恕 ?。1854 年 ， 切 比 填 天 困 宫 等 方法 证 明了 伯 
特 兰 猜想 ， 且 证 明了 ， 对 于 每 一 个 大 也 1/5 的 数 s 而 言 一 定 存在 数 
5， 使 得 每 一 个 大 于 或 等 于 E 的 z， 则 “在 7 与 《1+ 6)7x 之 间 至 少 存 
在 一 素数 ”这 一 绪论 是 正确 的 。1888 年 ， 谢 尔 JUNE (T。J。 
Sclvester) 将 e 改 进 为 0.16688。1891 年 ,斯 蒂 尔 克 斯 (T.J.Stieltjes》 
和 凯 恩 〈 互 。Cahen) 证 明 e 可 取 任意 小 的 正 数 。 从 讨论 中 可 知 ， 
(*) 式 中 了 的 选取 关键 在 于 Y 与 x 的 相对 大 小 ,我 们 可 用 Y= zx? 来 表 
示 。 当 9 = 1 时 ， 就 是 伯 兰 特 猜想。 这 样 ， 讨 论 “ 相 继 两 平方 数 n? 


与 n+1)* 之 间 存 在 素数 ”与 证 明 “9 = 地 时 区 间 [zz+ J] 中 存 
在 素数 "是 很 相近 的 。1905 年 , 马 伦 特 〔Maillet) 证 明了 至 少 有 一 


个 素数 存在 于 两 个 小 于 9.10° 的 相继 平方 数 之 间 , 但 这 只 是 一 个 个 . 


别 的 事实 。 究 竟 所 有 相继 平方 数 之 间 是 否 都 存在 素数 ? 尚 待 解决 ， 
问题 的 关键 在 于 考虑 z 充 分 大 时 ，0 取 何 值 可 使 区 闻 [z，z+ ze 中 
有 素数 。 当 个 问题 ， 当 9<1 时 ， 用 初等 方法 研究 十 分 困难 ， 故 迫 
使 人 们 用 新 的 方法 来 取得 进展 。 

， ”为 些 ， 人 们 开始 用 解析 方法 来 加 以 研究 。 用 x(x〉 表示 不 超 
过 z 的 素数 个 数 ， 则 在 区 间 [z，2 + YJ 中 的 素数 个 数 便 可 表示 为 z 
《人 +Y) 一 XCz)。 我 们 可 以 用 复 变 函 数论 的 方法 将 此 式 的 讨论 转化 
为 对 黎 曼 函数 &(s) 的 一 些 性 质 的 研究 ,前 面 已 经 讲 过 ,1921 年 ， 
HARER Y TENEO IE UB UBI GÉ P, Sr - P, Y- P, log 
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P, 时 ， 则 区 间 Fz，z+ Y] 中 必定 有 素数 存在 。1930 年 ， 豪 海 寒 尔 
(G * Hoheisel) 证 明了 , 当 X 充 分 大 时 ,一 定 存在 一 个 小 于 1 的 0， 
使 得 在 区 间 [z，z+z] 中 必 有 素数 ， 并 指明 0 = 32999/33000 就 可 
以 了 。1933 年 , 海 伯 伦 C(H » Heilbronn) 证 明了 9 可 以 取 249/250。 
19364, WARK (H » P. Zygakof) EB] T ORT UARCIG3/4 的 任 
何 数 。1937 年 ， 英 格 汉 姆 (A. E Iugham) 证 明了 ， 若 存在 常 

数 M 与 C， 使 得 对 所 有 的 实数 :， 下 面 不 等 式 成 立 


e) [ne 


那么 ， 4 就 可 以 取 任意 一 个 比 z 二 人 小 的 数 。1949 年 , 闵 盖 得 证 明了 


c 可 以 取 比 15/92 大 的 任何 一 个 实数 ， 从 而 9 可 以 取 大 于 38/61 的 任 
意 实数 。1973 年 ， 赫 克 斯 雷 (MN 。Hnxley〉 通 过 迁 回 的 途径 
证 明了 69 可 以 取 大 于 7/12 的 数 。 至 此 ， 用 解析 方法 再 没有 取 得 较 
大 的 进展 。 这 样 ， 人 们 便 开 始 考 虑 改进 解析 方法 ， 再 作 进一步 的 
探讨 。 

后 来 ， 人 们 采取 了 解析 方法 与 得 法 相 结合 的 方法 ， 对 相继 素 
数 差 猜 想 进行 研究 ， 结 果 又 取得 一 些 进展 。1979 年 ， 因 凡 涅 斯 
CH » Iwaniec) 53E pei; CM » Jutila) ,把 解析 方法 与 得 法 结合 起 
来 ， 证 明了 当 0 大 于 13/23 时 ， 区 间 [z，z+z9] 中 定 有 素数 。 同 年 ， 
希 转 一 布朗 (D R » Heath—Brown) 和 因 见 涅 斯 证 明了 , 当 0 大 
于 11/20 时 ， 区 间 Fz，z+z?] 中 定 有 素数 。1981 年 ， 楼 世 拓 、. 姚 琦 
证 明了 0 可 取 大 于 35/64; 同年 , 因 凡 涅 斯 证 明了 6 可 取 大 于 17/31 
1983 年 因 凡 湿 斯 与 品 茨 (J.Pintz》 证 明了 69 可 取 大 于 23/42;1984 
年 ， 楼 世 所 、 姚 琦 证 明了 0 可 到 大 于 6/11 等 等 。 

从 上 述 这 一 历史 过 程 ， 我 们 不 难 发 现 ， 象 数学 猪 想 这 样 的 数 
学 难题 ， 它 的 研究 进展 直至 最 后 解决 ， 与 改进 研究 方法 有 着 极为 
密切 的 关系 。 方 法 创新 了 , 研究 就 取得 新 成 果 。 而 方法 的 创新 ， 又 
是 一 件 很 不 容易 的 事 。 这 正 是 数学 狂想 艰难 性 的 一 种 重要 表现 。， 

此 外 ,数学 猜想 的 艰难 性 ,也 还 表现 在 一 些 重大 的 数学 猿 想 ， 
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虽 出 自 杰 出 数学 家 “数学 天 才 ” 之 手 ， 也 有 时 是 错误 的 。 比 如 ， 
十 九 世 纪 欧 洲 数 学 权威 高 斯 曾 提出 一 个 猜想 ， 素 数 分 布 函数 zx(z) 
与 对 数 积分 函数 Li(z) 之 差 为 定 号 ， 即 LiCz) 一 x(x)>>0。 然 而 ,后 
来 列 特 虎 得 〈Littlewod) 却 于 1914 年 ， 证 得 了 ， 当 z 充 分 大 后 ， 
LiCz) 与 r(Z) 之 差 的 符号 无 限 次 改变 。 这 样 ， 便 以 这 个 事实 否定 
了 高 斯 的 上 述 猜想 。 此 外 ,前 面 提 到 的 费 尔 马 猜想 、 欧 拉 方 阵 猜想 
等 ， 虽 都 是 像 费 尔 马 、 欧 拉 这 样 的 数学 权威 提出 来 的 、 但 结果 却 
被 后 来 人 们 所 否定 。 由 此 可 见 ， 再 优秀 的 数学 家 所 提出 的 猜想 也 
可 能 是 错误 的 。 


(三 ) 有 时 得 不 到 多 数 人 的 承认 


数学 猜想 的 艰难 性 ， 不 仅 表现 在 提出 和 研讨 之 中 ， 而 且 也 表 
现在 取得 研究 成 果 后 ， 有 时 得 不 到 多 数 人 的 承认 ， 甚 至 唱 到 一 些 
人 的 排斥 ,反对 和 攻击 。 这 里 ,我 们 列举 数学 发 展 史上 的 二 个 事例 ， 
来 具体 说 明 这 一 点 。 

其 一 ， 作 为 “ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ”这 一 数学 猜想 研究 成 果 的 
非 欧 几何 理论 ， 曾 唱 到 传统 观念 的 强烈 抵制 。 

由 于 非 欧 几何 无 论 是 理论 本 身 还 是 建立 理论 的 途径 ， 都 与 伟 
统 观 念 格格 不 入 ， 而 罗 巴 切 夫 斯 基 运 用 反 证 法 论证 平行 理论 的 技 
巧 又 是 相当 高 四 的， 思想 是 极其 深刻 的 ， 致 使 当时 许多 数学 家 不 
理解 ， 加 之 他 所 提出 的 这 些 新 理论 ， 当 时 没有 在 实践 中 检验 和 应 
用 ， 因 此 ， 在 相当 长 的 一 段 时 间 里 ， 来 得 到 多 数 人 的 承认 ， 甚 至 
站 到 了 传统 观念 的 非 难 和 阻挠 。1826 年 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 在 俄国 喀 
出 大 学 宣读 了 他 关于 非 欧 几何 的 研究 报告 ， 当 时 该 校 的 学 术 委员 
会 根本 不 重视 ， 不 仅 不 予以 认真 审查 和 发 表 ， 而 且 还 把 论文 原稿 
给 弄 丢 了 。1829 年 ， 他 在 * 喀 山 和 通报? 上 发 表 了 关于 非 欧 几 何 的 论 
文 。 这 时 ， 俄 国 科学 院 委托 当时 著名 数学 家 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 ' 
来 审查 这 篇 论文 ， 可 是 ， 这 位 数学 权威 根本 不 理解 罗 巴 切 夫 斯 基 
的 新 几何 理论 ， 认 为 罗氏 的 著作 “不 值得 科学 院 注意 ”因为 它 的 
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“内 容 平 庸 ”，“ 压 根 儿 就 是 错误 的 ”"。« 祖 国之 子 ， 杂 志 还 特意 发 表 
了 一 篇 诽谤 罗 巴 切 夫 斯 基 的 文章 ， 嘲 笑 他 “ 把 荡 雇 当 作 重要 的 发 
现 "，“ 建 立 起 海 涩 的 ， 不 可 解 的 和 神秘 葛 侧 的 学 说 ”至 于 高 斯 ， 
虽然 较 早 地 致力 于 这 个 问题 的 研究 ,并 用 反 证 法 推 得 一 系列 定理 ， 
但 由 于 他 届 服 于 传统 观念 的 压力 ， 怕 引起 “恩人 的 叫喊 ”， 终 生 未 
敢 发 表 他 关于 非 哆 几何 的 研究 成 果 。 而 亚 ，。 鲍 耶 终 生 从 事 于 非 欧 
包 何 的 探讨 ， 也 遭 到 了 以 他 父亲 法 ，。 鲍 耶 为 代表 的 传统 势力 的 百 
般 阻 拦 。 法 ， 鲍 耶 是 匈牙利 有 名 的 数学 家 ， 他 由 于 试 证 第 五 公设 
的 失败 ， 变 得 非常 保守 。 当 他 听 说 正在 大 学 学 习 的 儿子 亚 。 鲍 耶 
要 试 证 第 五 公设 时 ， 立 即 写 信 说 ， 他 熟知 一 切 方 法 直到 尽头 , 但 ， 
没有 一 个 是 成 功 的 。 这 一 工作 埋没 了 他 人 生 的 一 切 光亮 和 欢乐 。 
并 且 深 有 感触 地 劝阻 说 ,“ 老 天 啊 ， 希 望 你 放弃 这 个 问题 ， 因 为 它 
也 会 剥夺 你 生活 的 一 切 时 间 、 健 康 、 休 息 ， 一 切 幸 福 ……”.@ 然 
而 ， 亚 。 鲍 子 并 没有 因此 停止 他 的 研究 工作 。1825 年 ， 他 写 出 了 
关于 非 欧 几何 的 论文 ， 多 次 要 求 发表 均 被 他 父亲 压 下 去 了 。 后 来 ， 
他 把 论文 寄 给 了 他 的 母校 维也纳 军事 工程 学 院 某 数学 教授 ， 但 址 
己 的 是 竞 被 遗失 了 。1831 年 ， 在 亚 。. 能 耶 再 三 请 求 下 ， 法 . RUE 
同意 在 他 的 著作 后 面 以 “附录 ”的 形式 发 表 。 法 ， 鲍 耶 把 这 部 著 
作 寄 给 高 斯 ， 而 高 斯 看 了 亚 ， 鲍 囊 的 论文 后 ， 一 方面 感到 惊奇 ， 
另 一 方面 回信 表示 “不 赞成 亚 ， 鲍 耶 的 工作 ”。 因 此 ， 法 。 饮 耶 更 
加 反对 亚 鲍 敢 的 这 项 工作 。 最 后 ， 亚 。 鲍 耶 被 其 父 驱 逐 出 家 ， 过 
着 十 分 贫寒 的 生活 。 

直到 1854 年 ， 黎 曼 以 “关于 几何 基础 上 所 用 的 假设 ”为 题 发 
表 了 演讲 ， 把 非 欧 几 何 向 前 推进 了 一 步 ， 但 仍 未 得 到 公认 。1868 
年 ， 意 大 利 数学 家 贝尔 特 拉 米 在 * 非 欧 几 何 解释 的 尝试 ?中 ， 证 明 
了 非 欧 几何 可 以 在 网 氏 空 间 的 拟 球 曲面 上 得 到 解释 ， 从 而 它 的 实 
际 意义 得 到 了 间接 的 说 明 ， 非 欧 几 何 的 思想 开始 被 人 们 所 接受 。 
特别 是 1905 年 以 后 ， 非 欧 几 何在 爱 因 斯 坦 相 对 论 、 原 子 物 理学 及 
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天 文 观测 中 得 到 检验 和 应 用 ， 人 们 才 确 认 它 是 现实 世界 中 空间 形 
式 的 一 种 正确 反映 ， 是 科学 的 几 项 理论 。 这 一 事实 充分 表明 ， 无 
论 是 一 次 数学 方法 上 的 重要 突破 ， 还 是 一 个 新 数学 理论 的 发 现 和 
最 后 确立 ， 都 不 是 一 山 风 顺 的 。 

其 二 ， 对 比 巴 霸 赫 猜想 获得 证 明 的 惊人 成 果 ， 在 开始 时 许多 
人 持 怀 疑 态度 ， 作 出 证 明 的 美国 数学 家 德 布朗 格 斯 却 不 得 不 从 苏 
联 寻 找 知 音 。 德 布朗 格 斯 在 三 十 年 前 曾 发 表 过 错误 的 证 明 ， 从 那 
时 起 ， 数 学 家 们 对 他 一 直 很 冷淡 ， 不 信任 。 他 为 证 明 比 巴 霸 苗猪 
想 ， 整 想 苦战 了 七 年 之 久 。 他 本 人 在 回顾 证 明 过 程 时 说 ， 这 是 一 
个 艰难 的 历程 ， 得 不 到 资助 ， 并 受到 严重 的 攻击 。1983 年 5 月， 
他 获得 了 成 功 ， 但 他 无 法 在 美国 数学 界 中 找到 一 名 数学 家 愿意 看 
他 那 350 多 页 的 文稿 .他 曾 先后 将 自己 的 文稿 至 少 寄 给 了 十 二 位 数 
学 家 ,但 绝 大 多 数 人 没有 看 它 。 据 说 有 一 位 数学 家 开始 认真 看 他 
的 文稿 ， 但 当 发 现 有 错误 时 ， 就 不 再 往 下 看 了 ， 其 实 这 个 “小 错 
误 ” 不 影响 证 明 结果 的 正确 性 。 在 美国 得 不 到 支持 的 情况 下 ， 恰 
巧 他 有 个 访问 苏联 的 机 会 。 在 访问 期 间 ， 他 在 列宁 格 勤 大 学 向 苏 
联 的 数学 家 们 报告 了 他 的 研究 成 果 。 开 始 时 ， 苏 联 的 数学 家 也 不 
的 有 更 大 乐观 态度 ， 但 还 能 认真 地 听取 他 的 报告 。 报 告 共 五 次 ， 
每 次 事由 下 午 五 时 型 晚上 九 时 ， 有 时 还 更 晚 。 经 仔细 审查 ,苏联 
数学 家 肯定 了 他 的 证 明 是 正确 的 。 后 不 久 ， 德 布朗 格 斯 向 苏联 斯 
汪 克 治 夫 数学 研究 所 所 长 、 数 学 权威 杂志 主编 L. D. Faddeev 提 交 
了 十 二 页 的 预计 本 。 随 后 ,苏联 向 全 世界 数学 家 寄 发 了 此 预 印 本 。 
当 美 国 得 知 从 苏联 传 出 来 的 德 布朗 格 斯 解决 比 巴 霸 赫 这 个 世界 难 
泪 消 息 之 后 ， 一 些 报刊 如 《纽约 时 报 ?、《 科 学 美国 人 >、* 科 学 杂 
志 ?等 作 了 醒目 的 报道 。 许 多 科学 家 高 度 评价 德 布朗 格 斯 的 成 就 ， 
说 他 作出 了 "一 项 伟大 的 成 果 ”， “创造 了 惊人 的 奇迹 ?1 
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九 、 数 学 猜想 的 类 型 、 特 征 与 意义 


从 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 数 学 猜想 存在 多 种 多 祥 前 
表现 形式 ， 并 有 着 许多 鲜明 的 特征 。 为 了 更 深入 地 理解 数学 猜想 
的 思想 实质 ,根据 我 们 所 掌握 的 历史 资料 , 现 就 它 的 类 型 与 特征 ， 
作 些 初步 的 分 析 。 


(一 ) 数 学 猜想 的 类 型 


1 存在 型 猜想 


所 谓 存 在 型 猜想 ， 即 指 内 容 是 讨论 存在 性 问题 的 那些 数学 猜 
想 。 这 一 类 型 的 数学 猜想 ， 按 其 内 容 又 可 分 为 两 种 ， 

(1) 只 讨论 存在 与 否 。 比 如 ,，“ 克 拉 莫 猜想 ">， 当 z =P,,y= 
P.!/?logP, 时 ， 在 区 间 [z，z + 中 必定 有 素数 存在 ，“ 连 续 统 假 
设 "”， 在 “可 数 ”的 势 与 “连续 统 ”的 势 之 间 没 有 其 它 的 势 ;“ 欧 
拉 方 阵 猜想 >， 半 偶 数 的 方 阵 是 不 存在 的 等 。 

CD 嗓 讨 论 存 在 与 否 ， 又 指明 其 内 容 或 量 的 关系 。 比 如 ,， U 
文 猜想 ”方程 "+2"+… em" - (m+1)"， 只 有 正 整数 解 ¢ = 1、 
m=2 与 “ 商 高 数 鳍 想 ”， 对 于 正 整数 a、 c, z, y, z, WER 
a? +b? =c, W z=y=z=2。 其 中 ， 不 但 肯定 方程 存在 正 整数 
解 ， 而 且 指 明了 解 就 是 n=1、m= 2 与 T=y=2=2。 又 比如 ,，“ 巴 
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切 特 猜想 ”， 对 n= 1, 2, 3, e, JER ox? ey? tzot Rh 
4j—28 z. y, ze, ofidE OE RS, ARER, den/2 53-2 
(6m) 之 间 至 少 有 一 个 素数 FERRME: FERKA A X 
穷 多 等 。 其 中 ， 不 仅 肯 定 存在 ， 而 且 还 指明 了 存在 的 数量 。 


2 规律 型 猜想 


所 谓 规 律 型 猜想 ， 即 指 内 容 是 揭示 规律 性 的 那些 数学 猜想 。 
这 一 类 型 的 数学 猜想 ， 按 其 内 容 又 可 分 为 三 种 ， 

CO 揭示 某 种 性 质 。 比 如 ,，“ 费 尔 马 猜想 ?， 当 # 为 自然 数 时 ， 
形 如 F(n) = 27 + 1 的 数 均 为 素数 ;* 泰 特 狂想 >”， 任 何 3 一 连通 的 三 
次 平面 图 都 是 哈密 尔 顿 的 “唯一 分 解 猜想 ?: 仅 当 D =1.2、3、7、 
1l, 19, 43, 67, 163R}, a4 b/— D (a, b, DHS, D>0) 可 
8E — 2 fg — ENGEL, 

(2) RRRS. Ein, V E RR" n IER RI RR 
点 集 ， 若 是 n -1 连通 的 紧 致 流 形 , 则 必定 是 n 维 球 ;“ 场 站 设置 猿 
TU" 在 平面 上 n 点 连 线 总 长 度 最 短 时 ， 其 连 线 间 的 结 点 角 皆 不 小 
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Sco ti 为 复数 ) 的 零点 全 部 落 在 复 平面 的 一 条 直线 0 = 二 上 等 ， 
C) 揭示 量 的 关系 。 比 如 ,“ 比 巴 霸 赫 狂 想 "， 若 函数 f(z) = 
z+ > a. (2 为 复 变数 ) 在 其 定义 域 单位 国内 (1z|<1) 单 


(R 连续 ， 且 当 ?= 0 时 ， 有 Fo) 20, fc =1， 则 Ja, nf 
“ERW, EXE n TERRAN rd, m2, e mcn 
AERAJN bii. ren s mti, 使 (nig, D-16821 

…、?)， 就 分 别 揭示 了 系数 与 指数 、 整 数 +i ARR h 
关系 。 


3 方法 型 猜想 


所 谓 方 法 型 猎 想 ， 即 指 内 容 是 阐述 解决 问题 的 方法 与 途径 的 
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那些 数学 狂想。 这 种 猜想 大 都 产生 于 实际 工作 的 需要 之 中 。 比 如 ， 
1950 年 ， 作 为 全 国 工 业 基 地 的 东北 地 区 的 交通 运输 十 分 繁忙 。 为 
了 合理 运输 ， 节 约 运 力 ， 当 时 东北 计 委 会 一 个 专业 运输 小 组 ， 通 
过 学 习 与 销 研 ， 在 进行 实际 调运 方案 的 制订 中 ,发 现 了 好 飞 规律 
对 于 只 有 一 个 环 状 的 铁路 线 ， 其 上 只 有 两 个 发 点 及 若干 个 收 点 的 
情况 ， 每 一 发 点 向 两 边 供应 的 最 大 界限 〈 即 分 界线 ) 的 定 法 应 该 
满足 ， 顺 时 针 方 向 的 运输 线 长 之 和 等 于 道 时 针 方 向 之 运输 线 长 之 
和 。 
AC+BD= ÁD+ 5 = 过 全力 长 


其 中 ，C 和 DD 是 分 界 点 。 
Wed MAPA MEME 


出 ROS Hc * 国 上 作业 V" BORRAR, RE 
EXE LRHHRANE GERE ZEMA, EAA 
为 公里 ) 为 最 小 。 使 之 吨公里 数 最 小 的 运行 方案 就 叫做 “最 好 方 
案 " .为 了 叙述 图 上 作业 法 ， 我 们 先 介绍 几 个 基本 概念 。 

对 流 ， 在 一 段 路 线 上 同时 有 两 个 相反 方向 的 调运 ; 

流向 图 ， 在 编造 调运 方案 之 前 ， 先 给 出 它 的 交通 图 ， 并 用 两 
种 记号 标 出 收 、 发 点 ， 把 需要 调 进 与 调 出 的 数字 以 及 相 邻 两 点 间 
的 距离 数 都 在 旁边 标 出 来 。 将 发 点 调 往 收 点 的 物资 数 ， 在 路 线 的 
右 侧 按 前 进 方向 绘 上 一 个 流向 。 当 收发 点 间 需 要 调 出 和 调 进 平衡 
时 ， 就 得 到 一 个 流向 图 。 

在 流向 图 中 ， 有 些 流向 是 在 图 的 外 面 ， 也 有 些 流向 是 在 图 的 
里 面 。 在 图 外 面 的 流向 称 为 “外 轿 流 向 ”， 在 轿 里 面 的 流向 称 为 
“内 图 流向 ?。 各 个 外 效 流 向 长 之 和 叫做 “外 图 之 长 "， 各 个 内 图 流 
向 长 之 和 叫做 “内 圈 之 长 ”。 

对 于 一 个 圈 的 交通 图 ， 它 的 流向 图 所 确定 的 调运 方案 是 最 好 
的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 流向 图 上 没有 对 流 ， 而 且 内 图 之 长 和 外 
图 之 长 都 不 大 于 整个 圈 长 的 一 半 。 


e 206 * 


在 上 述 结论 未 获 理论 证 明之 前 ， 就 运用 它 来 确定 调运 方案 ， 
并 认定 是 最 好 方案 ， 显 然 这 一 做 法 是 具有 经 验 性 质 的 ， 或 者 说 仅 
仅 是 一 个 “猜想 ?。1958 年 ， 中 国 科学 院 数学 研究 所 运筹 学 研究 室 
的 同志 们 ， 终 于 从 理论 上 严格 证 明了 按 上 述 方法 所 规定 的 调运 方 
案 一 定 是 最 好 方案 。 这 样 一 来 ， 图 上 作业 法 就 成 为 完全 可 靠 的 科 
学 方法 了 。 

此 外 ， 在 最 优化 的 研究 中 ， 出 现 了 各 种 各 样 的 算法 ， 其 中 有 
些 算法 在 相当 长 的 时 间 内 给 不 出 理论 上 的 证 明 。 在 没有 给 出 理论 
证 明之 前 的 那些 算法 ， 实 质 上 都 是 “猜想 ”。 


(二 ) 数学 猜想 的 特征 


关于 数学 猜想 的 特征 ， 在 本 书 的 第 八 部 分 由， 已 经 详细 地 分 
析 了 它 的 艰难 性 。 这 里 ， 我 们 再 来 讨论 它 的 其 它 特征 。 


1 真 伪 的 待定 性 


数学 猜想 既然 是 根据 某 些 已 知事 实 材料 与 数学 知识 ， 对 未 知 
量 及 其 关系 所 作出 的 一 种 预测 性 的 推断 ， 那 么 它 必 然 具有 两 个 显 
落 的 特点 ， 一 是 具有 一 定 科 学 性 ， 二 是 具有 某 种 假定 性 。 正 是 由 
于 这 两 个 特点 ， 便 决定 了 数学 猜想 是 处 于 孕育 阶段 的 、 尚 待 证 实 
和 公认 的 科学 思想 ， 也 就 是 说 它 必 然 表 现 出 真 伪 的 待定 性 ， 究 其 
结果 可 能 被 肯定 ， 也 可 能 被 否定 ， 还 可 能 是 不 可 判定 的 。 比 如 ， 
1926 年 ， 德 国 数学 家 范 德 瓦 尔 登 (Vander Waerden) 提出 猜想 ， 
设 4 是 xx?% 和 矩阵， 矩阵 元 为 cj G1, 2, c, 8 = 1，2，…， 
n)， 则 A 的 正 项 行列 式 (Permanent) Per(A) 定义 为 


Per(A) = $ a,,,()a,, oo(2)……aqw o (0) 
其 中 ，S, 表 示 nn 个 符号 的 对 称 群 。 这 一 猜想 ， 引 起 了 不 少数 学 家 


的 兴趣 ， 并 对 此 进行 了 探讨 与 研究 。 但 50 多 年 来 没有 取得 突破 性 
的 进展 ， 直 到 1979 年 与 1980 年 ， 苏 联 数学 家 费 里 克 曼 和 埃 戈 伊 夫 
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证 明 是 正确 的 ， 从 而 肯定 了 这 个 猜想 。 这 是 被 肯定 的 。 还 有 被 否 
定 的， 比如 ， 前 面 讲 到 的 “ 费 尔 马 猜想 *、“ 欧 拉 方 阵 猪 想 "与 “ 素 
特 猜 想 ” 等 ， 最 后 都 被 否定 了 。 

数学 猜想 中 可 能 被 肯定 和 否定 的 以 外 ， 还 有 不 可 判定 的 。 比 
如 ， 前 面 提 到 的 “连续 统 假设 ”就 属于 这 一 类 。 事 实 上 ,1882 年 ， 
康 托 尔 提出 ， 在 “可 数 ” 的 势 与 “连续 统 ” 的 势 之 间 没 有 其 它 的 
势 。1938 年 ， 娟 德尔 证 明了 由 ZFC 公 理 系统 推 不 出 连续 统 假设 的 
否定 式 。1963 年 , 柯 思 又 证 明了 ZFC 公 理 系统 推 不 出 连续 统 假 设 。 
这 两 个 结论 即 证 明了 连续 统 假设 在 ZFC 公 理 系统 中 是 不 可 判定 的 
命题 。 就 是 说 ， 连 续 统 假设 在 ZFC 公 理 系统 中 , 既 无 法 判定 是 真 ， 
亦 无 法 判定 是 假 ， 只 有 开辟 新 的 领域 才能 有 所 解决 。 


2 思想 的 创新 性 


数学 猪 想 既 然 是 对 未 知 量 及 其 关系 的 一 种 预测 性 的 推断 ， 又 
常常 是 科学 理论 的 萌芽 和 且 胎 ， 那 么 它 的 思想 必然 是 具有 创新 性 
的 。“ 创 新 "是 数学 猪 想 的 灵 强 ， 没 有 创新 就 没有 数学 狂想 。 这 种 
创新 首先 表现 在 提出 新 的 见解 上 面 。 比 如 ，“ 欧 氏 第 五 公设 可 证 ” 
这 一 数学 儿 想 ， 就 提出 了 与 < 几何 原本 > 不 同 的 新 观点 。 欧 氏 第 五 
公设 在 < 几何 原本 > 中 是 作为 演绎 推理 的 前 提 而 出 现 的 ， 认 为 它 不 
需要 也 不 可 能 作出 数学 证 明 。 但 是 ， 上 述 数学 猜想 恰恰 相反 ， 认 
为 它 是 可 以 给 出 数学 证 明 的 ， 不 是 前 提 ， 而 是 结论 ， 不 是 公理 ， 
而 是 定理 。 这 显然 是 一 种 新 的 见解 ， 也 正 因为 如 此 ， 便 引起 了 许 
多 数学 家 的 兴趣 ， 进 行 了 大 量 的 试 证 工作 ， 并 导致 了 非 欧 几 何 这 
一 新 几何 分 支 的 诞生 。 

其 次 ， 数 学 猜想 的 创新 性 还 表现 在 预见 新 的 事实 上 面 。 比 如 ， 
前 而 讲 过 ， 瑞 士 著名 数学 家 伯 努 利 对 自然 数 平方 的 倒数 这 一 无 穷 
级 数 之 和 ,长 期 想 求 得 但 一 直 求 不 出 来 , 深 为 其 艰难 而 感叹 。 后 来 ， 
欧 拉 对 这 一 难题 进行 了 深入 研讨 ， 他 通过 大 胆 而 巧妙 的 类 比 ， 提 
BT isit -点 -+- 二 -+ A 
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预见 了 -… 个 新 的 事实 ， 即 自然 数 平方 的 倒数 这 一 无 穷 级 数 之 和 等 
于 - 世 -。 后 来 ， 从 理论 上 证 明了 这 一 预见 是 正确 的 。 


和 三， 数学 猜想 的 创新 性 也 表现 在 揭示 新 的 规律 上 面 。 比 如 ， 
尺 规 作 图 是 几何 学 中 一 个 极为 重要 的 问题 。 在 这 一 问题 的 探讨 
中 ， 人 们 总 是 力图 弄 清 在 几何 图 形 中 哪 疲 能 够 用 尺 规 作出 ， 哪 些 
不 能 用 尺 规 作出 ， 即 揭示 和 发 现 其 宇 的 规律 性 。 正 是 适应 这 种 需 
要 ， 德 国 数学 家 高 斯 提出 猜想 ， 所 有 边 数 等 于 费 尔 马 数 FO = 
2! + 1 中 素数 的 正 多 边 形 ， 均 吏 用 户 规 作 图 作出 来 。 这 一 猜想 明 
确 揭 示 了 一 些 特 殊 正 多 过 形 是 可 用 尺 规 作 内 的 规律 ， 从 而 将 这 一 
间 题 的 探讨 向 前 推进 子 -一 大 步 。 事 实 荆 ， 后 来 高 斯 不 仅 亲自 作出 
了 一 些 符合 上 述 猜想 过 御 的 正 多 边 形 ( 规 正 十 七 边 形 )， 而 且 还 从 
理论 上 证 明了 这 一 猜想 是 正确 的 ， 肯 定 了 这 一 规律 。 


3 目标 的 具体 性 


数学 猜想 作为 一 种 预测 性 的 推断 ， 必 然 具 有 结论 即 探索 目标 
的 具体 性 。 我 们 知道 数学 猜想 中 亡 给 出 的 结论 都 是 明确 .具体 的 。 
诸如 ，“ 有 解 ”、“ 无 解 "、“ 可 证 ”*”、“ 不 可 证 *”、“ 可 作 ”、“ 不 可 作 ” 
等 ， 但 是 ， 一 般 数 学 问题 并 非 这 样 明 确 、 具 体 。 因 此 ， 与 一 般 数 
学 问题 相 比 ,目标 的 具体 性 是 数学 猜想 的 一 个 明显 特征 。 事 实 上 ， 
无 论 是 哪 种 类 型 的 数学 猜想 ， 都 具有 这 种 具体 性 。 我 们 先 来 看 存 
在 型 猜想 。 这 种 狂想 有 时 明确 提出 要 求解 决 的 目标 是 具体 的 某 种 
对 象 存在 还 是 不 存在 。 比 如 ,，“ 费 尔 马 大 定理 ?这 一 数学 猜想 ， 就 
明确 指出 要 解决 的 具体 目标 是 当 n 为 大 于 零 的 整数 时 方程 x" e y" 
=z" 不 存在 正 整数 解 。 这 类 猜想 也 有 时 不 仅 具 体 指出 这 种 存在 
性 ， 而 且 还 指出 存在 的 具体 内 容 或 多 少 。 比 如 , 柯 召 一 孙 琦 狂想， 
就 一 方面 指出 方程 2? (1) e (m h)* - (nhe 
fü. (1》 当 n=1, hn=1 时 ,X=1; (2) Mnz2, h-1Hj, 253, — 
(3) 当 n=3,，h=2 时 ，7X=3。 另 一 方面 ， 又 指出 此 方程 再 无 其 它 
正 整 数 解 。 杰 波 夫 猜 想 则 在 指出 相 邻 平方 数 之 问 存在 素数 的 同时 


* 209 * 


又 具体 指出 至 少 有 二 个 。 

其 次 ， 我 们 来 观察 规律 型 猜想 。 它 的 这 种 具体 性 主要 表现 在 
指明 了 要 解决 的 目标 是 某 种 具体 性 质 、 形 态 特 征 或 量 的 关系 。 象 
前 面 讲 到 的 秦 特 猜想 、 黎 曼 猿 想 和 比 巴 霸 猜 想 这 三 个 数学 狂想 ， 
就 分 别 反映 了 上 述 三 种 情况 。 

最 后 ， 我 们 再 来 分 析 方法 型 猜想 。 这 种 狂想 无 不 明确 指出 要 
和 解决 的 目标 就 是 确定 有 效 的 具体 方法 。 只 要 我 们 仔细 地 考察 一 下 
“图 上 作业 法 "、“ 场 站 设置 猜想 ?等 方法 型 猜想 产生 过 程 和 内 容 ， 
就 会 清楚 地 看 出 它们 都 是 一 些 为 解决 实际 问题 而 提出 来 的 可 行 途 
径 与 方法 ， 要 解决 的 目标 是 明确 而 具体 的 。 


(三 ) 研讨 数学 猜想 的 重要 意义 


数学 猜想 是 数学 研究 的 一 种 科学 思维 形式 ， 是 解决 数学 理论 
自身 矛盾 和 疑难 问题 的 一 个 有 效 途径 。 研 讨 它 ， 对 数学 理论 的 发 
展 有 着 极其 重要 的 意义 。 那 么 ， 研 讨 数学 猜想 到 底 有 哪些 重要 意 
X? 


1 丰富 数学 理论 


数学 猜想 ， 作 为 数学 的 一 种 潜在 形态 ， 作 为 数学 理论 的 “上 肥 
胎 "、“ 萌 芽 ”， 它 在 建立 ,丰富 和 发 展 数学 理论 的 过 程 中 ， 必 然 起 
着 “中 介 ” 和 “桥梁 ”的 作用 ， 其 具体 表现 有 以 下 三 个 方面 ， 

COO 假若 某 个 数学 猜想 最 后 被 证 明 是 正确 的 。 那 么 它 就 转化 
为 数学 理论 ， 从 而 丰富 了 数学 内 容 。 一 般 说 来 ， 数 学 猜想 被 肯定 
之 后 ， 即 成 为 数学 定理 。 这 是 数学 猜想 “中 介 ”、“ 桥 梁 ” 作 用 的 
最 主要 的 表现 。 比 如 ， 瑞 士 著名 数学 家 欧 拉 提出 关于 超越 数 的 猜 
想 ， 知 a  ， 其 中 底 c 为 代数 数 ,指数 6 是 代数 无 理 数 ， 例 如 数 <vz 或 
2 =i ”…， 总 是 超越 数 ， 至 少 是 个 无 理 数 。 这 一 猜想 自 十 八 世 纪 
下 半 叶 提出 后 ， 吸 引 了 许多 数学 家 ， 并 力图 证 明之 ， 但 长 期 没有 
获得 解决 。 直 到 1934 年 ， 苏 联 数学 家 盖 尔 方 德 和 德国 数学 家 施 耐 


* 210 * 


德尔 ， 运 量 抽 履 原则 ， 丢 番 图 逼近 思想 等 ， 分 别 证 明了 这 一 猜想 
是 正确 的 ， 并 从 而 转化 为 数学 定理 。 又 比如 ， 数 学 家 莫 德 尔 于 
1922 年 提出 猜想 ， 任 一 不 可 约 、 有 理 系数 的 二 元 多 项 式 ， 当 它 的 
“ 亏 数 "大 于 或 等 于 2 时 ， 最 多 只 有 有 限 个 解 。1984 年 ， 德 国 数学 
家 弗 尔 廷 斯 证 明了 这 一 猜想 是 对 的 ， 并 从 而 转化 为 数学 定理 。 
(2) 即使 某 个 数学 猜想 未 获 最 后 解决 ， 但 在 研讨 的 过 程 中 ， 

却 往往 创造 出 一 些 意 想不到 的 理论 成 果 。 比 如 , 自 1889 年 提出 “ 黎 
曼 猜想 ”后 ， 一 百 多 年 中 ， 虽 然 许多 数学 家 付出 千 辛 万 苦 ， 但 直 
至 今日 仍 未 最 后 解决 。 这 是 问题 的 一 个 方面 。 而 另 一 方面 ， 人 们 
却 在 探讨 这 一 猜想 的 过 程 中 ,尤其 在 假定 本 猜想 是 正确 的 基础 上 ， 
获得 了 一 系列 新 的 重要 结论 。1901 年 ， 冯 ，。 柯 赫 在 假定 葡 曼 猜想 
成 立 的 前 提 下 ， 证 明了 最 理想 的 素数 定理 的 误差 各 项 ， 即 证 明了 

IICz) -liz-20(/ zx lnz), 
其 中 ，IT(z) 表示 不 超过 z 的 素数 个 数 ， 

te= 外人 «aae 
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特别 应 当 指 出 的 是 ， 本 来 有 些 绪论 是 在 黎 显 猜 想 成 立 的 前 提 
下 得 到 的 ， 但 后 来 为 了 使 证 明 严 格 化 ， 却 绕 过 这 一 猜想 得 到 了 最 
后 确定 。 就 是 说 ， 黎 曼 猜 想 有 着 发 现 新 理论 的 功能 。 事 实 上 ， 
1965 年 ， 数 学 家 朋 比 利 在 研讨 哥 德 巴赫 猜想 过 程 中 ， 采 用 “大 筛 
法 ”证 得 了 ， 偶 数 = (1 + 3)， 从 而 取得 了 当时 这 项 研究 的 最 好 成 
果 。 但 是 ， 在 假定 黎 曼 猜想 成 立 的 前 提 下 ， 这 一 结果 是 容易 得 到 
的 。 朋 比 利 的 出 色 之 处 正 是 在 于 他 绕 开 黎 曼 狂想 而 证 得 了 这 一 结 
果 。 与 当时 许多 数学 家 在 假定 黎 曙 猜想 成 立 条 件 下 得 到 不 少 结论 
但 未 获 证 明 相 比 ， 朋 比 利 的 成 就 就 显得 特别 突出 ， 因 而 得 到 了 数 
学 界 的 高 度 评价 ， 并 荣获 了 “ 费 尔 兹 奖 ?。 

研讨 黎 昌 猜想 的 重要 性 还 在 于 ， 如 果 它 被 证 明 是 正确 的 ， 那 
么 至 今 尚 存 的 许多 数学 难题 将 获得 重大 突破 ， 甚 至 迎刃而解 。 象 
前 面 讨论 过 的 “ 杰 波 夫 猜 想 ”， 不 少数 学 家 为 证 明 它 ， 特 将 其 转化 
为 “ 当 z 是 充分 大 的 实数 时 ， 在 z 与 +z 之 间 是 否 一 定 有 素数 ” 


* 211 * 


这 样 一 个 问题 ， 并 得 到 了 许 许 多 多 成 果 ， 其 中 最 好 的 成 果 是 因 凡 
涅 斯 与 希 思 一 一 布朗 于 1979 年 得 到 的 “在 x atti 之 间 一 定 有 
素数 ”这 一 结论 。 但 是 ， 如 果 假 定 黎 曼 猜想 成 立 ， 那 么 便 可 用 极 
简单 的 方法 证 明 “ 在 z 与 z1?logz 之 间 一 定 有 素数 ?这 一 结论 。 

同样 ， 等 差 级 数 中 最 小 素数 问题 的 研究 也 是 如 此 。 假 定 一 个 
等 差 级 数 的 首 项 为 4a ， 公 差 为 d ， 它 的 一 般 项 可 写 为 6+nd (n= 
1, 2, e :)。 我 们 来 讨论 ， 当 nn 取 多 大 时 ， 可 使 4 +d，a + 2d， 
eem ，4+nd 中 一 定 有 素数 ? 假若 有 这 样 一 个 常数 C， 使 得 等 差 
级 数 中 不 超过 "的 那些 项 ， 即 {fe+1a，1= 1，2，…… } 中 一 定 有 
素数 ， 那 么 ， 这 里 的 5 越 小 其 结果 也 就 越 好 。1957 年 ， 我 国 数学 
家 潘 承 洞 最 先 确定 出 C 坟 5448。1979 年 ， 我 国 数学 家 陈 綦 酒 获得 
了 更 进一步 的 成 果 ， 即 得 到 C 系 17。 然 而 ,如 果 黎 曼 猜 想 是 对 的 ， 
那么 我 们 便 可 得 到 C 的 理想 结果 ,C2 +e， 其 中 e 为 任意 小 的 正 
数 。 

以 上 讨论 的 是 ， 假 定数 学 猜想 成 立 的 前 提 下 ， 获 得 一 些 重 要 
结果 ， 其 中 有 的 绕 开 此 猜想 而 获 证 ， 也 有 的 等 待 此 猜想 最 后 确证 
后 方 能 取得 突破 。 下 面 我 们 再 来 分 析 另 外 一 种 情况 ， 即 某 数 学 猜 
想 未 最 后 解决 ， 但 在 寻 解 过 程 中 ， 却 直接 得 到 一 些 重要 成 果 ， 使 
其 成 为 一 个 “下 金 蛋 的 母 鸡 ?>。 就 拿 “ 费 尔 马 大 定理 ”来 说 ， 为 了 
证 明 它 ， 三 百 多 年 来 ， 许 多 大 数学 家 欧 拉 、 高 斯 、 狄 利克 雷 、 柯 
西 、 库 默 等 ， 都 付出 过 辛勤 的 劳动 ， 但 至 今 仍 示 得 到 最 后 解决 。 
虽然 如 此 ， 人 们 却 在 试 证 的 过 程 中 ,' 得 到 一 些 新 的 成 果 ， 象 库 默 
创立 的 “理想 数论 ”"， 不 仅 为 建立 代数 数论 这 -重要 数学 分 支 英 定 
了 基础 ， 而 且 还 成 为 其 它 许多 数学 分 支 的 有 效 工 具 。 

(3) 虽然 某 个 数学 猜想 被 否定 了 ， 但 在 否定 的 过 程 中 ， 却 有 
时 发 现 一 些 其 它 方面 的 数学 理论 。 前 面 讲 到 过 ,“ 欧 氏 第 五 公设 可 
证 ”这 一 猜想 最 后 被 否定 了 。 但 是 ， 它 的 否 命题 ,“ 欧 氏 第 五 公设 
不 可 证 ” 却 被 证 明 是 正确 的 , 即 成 为 数学 理论 之 内 容 。 特 别 应 当 指 
出 的 是 ， 在 这 否定 证 明 获 得 成 功 的 同时 ， 奇 妙 地 发 现 并 建立 了 一 
种 革新 的 几何 理论 一 一 非 欧 几 何 学 ， 为 几何 学 的 发 展 作 出 了 划 时 
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代 的 次 献 。 由 上 可 见 ， 研 讨 数学 猜想 对 丰富 数学 理论 ， 推 动 数学 
发 展 ， 具 有 极其 重要 的 价值 。 


2 ”促进 数学 方法 论 的 研究 


研讨 数学 猜想 的 重要 意义 ， 不 仅 表现 在 它 可 以 丰富 数学 理 
论 ， 推 动 数学 科学 的 发 展 ， 而 且 还 表现 在 它 能 够 促进 数学 方法 论 
的 研究 。 

COO 数学 猜想 作为 一 种 研究 方法 ， 它 本 身 就 是 数学 方法 论 的 
研究 对 象 。 我 们 在 前 面 已 经 系统 地 分 析 了 数学 猜想 的 提出 方法 ， 
判定 途径 ， 以 及 类 型 和 特征 等 。 这 些 内 容 ， 实 际 上 均 属于 数学 方 
法 规律 性 问题 的 探讨 。 就 是 说 ， 这 里 所 概括 出 来 的 方法 、 途 径 、 
类 型 和 特征 等 ， 对 总 结 一 般 科 学 方法 产生 的 条 件 、 发 展 的 途径 、 
形成 的 类 型 和 呈现 的 特征 ， 有 着 重要 意义 ， 特 别 是 对 创造 性 思维 
方法 的 研究 具有 特殊 的 价值 。 象 提出 数学 猜想 的 变换 条 件 法 与 逐 
级 猜想 法 ， 判 定数 学 猜想 真 伪 性 的 逐次 趋 近 与 命 古 转 化 等 ， 对 其 
它 科 学 方法 规律 的 研究 ， 都 有 直接 参考 作用 。 

(2) 研究 数学 猜想 的 过 程 中 ， 又 创造 许多 新 方法 ， 从 而 丰富 
了 激 学 方法 论 的 研究 对 象 。 比 如 ， 关 于 “ 费 尔 马 大 定理 ”的 证 明 ， 
费 水 恕 法 人 解决 了 n= 的 情形 ， 实 际 上 他 证 明了 “不 定 方程 x* + 
y=2"，Lz,V)=i， 没 有 zy 二 0 的 整数 解 ” 这 个 更 强 的 结果 。 在 其 
过 程 中 ， 他 创造 了 “无 穷 递 降 法 ”。 这 一 方法 至 今 仍 发 挥 着 它 的 作 
昨 。 玖 尔 马 大 定理 局 于 不 定 方程 问题 。 我 们 知道 ， 不 定 方程 是 数 
论 中 一 个 古老 而 重要 的 分 支 ， 两 千 多 年 来 ， 虽 然 人 们 取得 不 少 研 
究 成 黑 ， 但 至 今 尚 未 发 现 更 有 效 的 一 般 方 法 。 不 久 前 ， 英 国 数学 
家 贝克 创造 了 “有 将 方法 ”对 一 大 类 高 次 不 定 方程 求 出 了 它们 正 
整数 解 的 上 界 ， 但 对 三 个 变 元 以 上 的 不 定 方程 , 却 又 无 能 为 力 了 。 
又 比如 ， 在 探讨 哥 德 巴 替 猜想 的 过 程 中 ，1930 年 ， 史 尼 尔 曼 创造 
了 “ 密 率 法 ”;1973 年 ， 陈 景 润 改 进 了 古老 的 “第 法 ”。 还 比如 ， 人 
们 为 解决 “连续 统 假设 ”这 一 数学 猜想 ， 相 继 创造 了 “可 构成 性 
方法 ”与 “ 力 迫 法 ”。 再 比如 ， 在 证 明 “ 四 色 猜 想 ” 的 过 程 中 ， 创 
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造 了 具有 深远 意义 的 机 器 证 明 方法 等 等 。 

这 里 应 强调 的 是 ， 有 时 数学 猜想 本 身 就 是 数学 方法 ， 它 的 产 
生 自 然 会 丰富 数学 方法 论 的 研究 对 象 。 比 如 ， 在 运筹 学 中 有 这 样 
一 个 问题 ， 已 知 平面 上 有 ?# 个 点 ， 每 个 点 对 应 一 个 重量 , 今 在 平面 
上 求 一 点 z， 使 每 个 已 知 点 的 重量 集中 在 z 点 上 的 总 吨公里 数 为 最 
小 。 对 这 一 问题 ， 本 世纪 六 十 年 代 ， 波 兰 数 学 家 重卡 雪 维 奇 从 解 
非 线性 方程 组 出 发 提出 一 种 计算 比较 简单 的 友 代 法 。 他 几 次 实际 
应 用 ， 发 现 这 个 方法 都 是 收敛 的 ， 但 未 给 出 证 明 。 在 未 给 出 证 明 
之 前 ， 这 种 方法 实质 上 就 是 一 个 “猜想 ”。 现 在 已 经 被 证 明 是 正确 
的 。 

G) 数学 猜想 作为 数学 发 展 的 一 种 重要 形式 ， 它 又 是 科学 假 
说 在 数学 中 的 具体 表现 ， 并 深刻 反映 了 数学 发 展 的 相对 独立 性 与 
数学 理论 相互 导出 的 合理 性 。 思 格 斯 指出 “数学 是 从 人 的 需要 中 
产生 的 ，…… 但 是 ， 正 如 同 在 其 他 一 切 思维 领域 中 一 样 ， 从 现实 
世界 抽象 出 来 的 规律 ， 在 一 定 的 发 展 阶段 上 就 和 现实 世界 脱离 ， 
并 且 作 为 某 种 独立 的 东西 ， 作 为 世界 必须 适应 的 外 来 的 规律 而 与 
现实 世界 相对 立 。” 又 说 :“ 数 学 上 各 种 数量 的 明显 的 相互 导出 ， 
也 并 不 证 明 它 们 的 先 验 的 来 源 ， 而 只 是 证 明 它们 的 合理 的 相互 关 
系 ".d 数 学 猜想 是 恩格斯 上 述 论 述 的 生动 体现 。 事 实 上 ， 从 前 面 
我 们 考察 与 分 析 的 大 量 事例 中 ， 不 难看 出 ， 数 学 稍 想 确 是 在 数学 
发 展 到 积累 了 大 量 资料 ， 需 要 进行 理论 整理 ， 探 索 其 理论 内 部 的 
矛盾 规律 这 一 阶段 上 产生 出 来 的 ， 因 而 大 都 表现 为 命题 的 逻辑 判 
断 形 式 ， 并 运用 思维 规律 来 判定 其 真 伪 性 。 也 正 是 因为 数学 发 展 
具有 相对 独立 性 ， 数 学 理论 的 相互 导出 具有 合理 性 ， 所 以 数学 家 
从 数学 理论 自身 的 体系 中 提出 一 些 数学 猜想 ， 才 有 其 科学 的 预见 
性 ， 可 以 吸引 许 许多 多 数学 工作 者 ， 而 且 往往 在 相当 长 的 时 间 内 
还 可 以 成 为 促进 数学 发 展 的 中 心 课题 ， 甚 至 代表 着 数学 研究 的 方 
向 。1900 年 ， 德 国 杰出 数学 家 希 尔 伯 特 提出 了 包括 有 数学 猜想 在 
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内 的 “23 个 问题 ”， 在 一 定 程度 上 影响 着 二 十 世纪 以 来 的 数学 发 
展 。 实 际 上 ， 八 十 多 年 来 ， 世 界 各 国 的 大 量 数学 家 被 其 中 的 一 些 
著名 的 数学 猜想 〈 如 “连续 统 假设 "、“ 黎 螺 猜 想 ” 等 ) 所 吸引 ，， 
进行 了 大 量 的 研究 工作 ， 并 且 常 常 把 在 这 些 问题 的 研究 上 是 否 有 
进展 作为 衡量 一 个 数学 家 万 至 一 个 国家 数学 水 平 的 标志 之 一 ， 作 
为 一 种 极 高 的 数学 荣誉 。1976 年 美国 一 些 著名 数学 家 评选 1940 年 
以 来 数学 十 大 成 就 ， 其 中 有 三 项 就 是 希 尔 伯 特 所 提出 的 第 一 ,五 、 
十 三 问题 的 解答 ,第 一 问题 就 是 著名 数学 猜想 “连续 统 假设 ”。 伟 大 
科学 家 牛顿 深刻 指出 :“ 没 有 大 胆 的 猜测 就 作 不 出 伟大 的 发 现 ”。@ 
这 是 被 大 量 事实 证 明了 的 一 条 客观 真理 ， 遵 循 这 条 真理 就 可 以 推 
动 数学 不 断 向 纵深 方面 发 展 。 


3 推动 港 科学 学 的 探讨 


深入 研讨 数学 猜想 ， 不 仅 对 丰富 数学 理论 ， 促 进 数学 方法 论 
的 研究 有 积极 作用 ， 而 且 对 推动 潜 科 学 学 这 门 新 学 科 的 理论 探讨 
也 有 重要 意义 。 以 潜 科 学 为 研究 对 象 的 潜 科 学 学 ,是 本 世纪 七 十 年 
代 末 ， 由 我 国学 者 开创 的 一 门 新 兴 综 合 性 学 科 。 它 以 特有 的 生命 
力 ， 预 强 地 发 展 着 ， 必 将 为 丰富 我 国 科 学 学 与 软 科 学 的 研究 ， 创 
造 独 具 特 色 的 中 国人 的 科学 观 ， 不 断 作出 贡献 。 数 学 是 中 华 民 族 
擅长 的 一 门 学 科 ， 在 研究 和 解决 数学 猜想 方面 ， 我 国 数学 家 有 着 
光荣 的 历史 。 而 数学 猜想 又 是 科学 猜测 这 种 潜 科 学 形态 的 主要 组 
成 部 分 ， 因 此 ， 系 统考 察 与 研究 数学 猜想 及 其 思想 方法 ， 对 促进 
潜 科 学 学 理论 的 发 展 具有 特殊 的 价值 。 

C 数学 猜想 属于 潜 科 学 形态 

数学 同 其 它 科 学 一 样 ， 都 有 一 个 由 “ 潜 ” 到 “最” 的 发 展 过 
程 。 而 数学 猜想 作为 数学 发 展 的 一 种 形式 ， 它 是 数学 发 展 的 “ 潜 ” 
阶段 产物 ， 属 于 孕育 中 的 潜 科 学 形态 。 

外 从 数学 猜想 的 待定 性 看 ， 它 具有 潜 科 学 特征 。 关 于 数学 猜 
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想 具 有 待定 性 ， 我 们 前 面 已 经 讨论 过 了 。 而 待定 性 恰 是 潜 科学 区 
别 于 显 科 学 的 一 个 基本 特征 ， 因 此 数学 猜想 属于 潜 科 学 范畴 。 其 
实 ， 仅 就 名 称 而 言 ， 既 然 叫 “猜想 ?, 顾 名 思 义 ， 它 就 具有 待定 的 
意思 ， 从 而 体现 “潜在 ”的 性 质 ,“ 猜 * D Uu", "WR" X UN" 
的 本 质 特征 。 关 于 素数 个 数 的 研究 ,人 们 开始 能 数 出 小 于 100 的 索 
数 个 数 ， 后 来 数 出 小 于 1000 的 素数 个 数 ， 小 于 10000 的 素数 个 数 ， 
enm 并 列 出 素数 个 数 表 。 约 在 1800 年 ， 高 斯 与 勒 让 德 通过 对 此 表 
的 观察 提出 猜想 ， 比 小 的 素数 个 数 双 XE 于 zjiogz， 即 fr(z) 一 2/ 
logz。 从 这 一 猜想 提出 的 过 程 ， 我 们 不 难看 出 ， 一 方面 ， 它 是 以 
素数 个 数 表 中 的 具体 数据 为 依据 而 提出 的 ， 训 具有 一 定 科 学 性 ， 
另 一 方面 ,猜想 中 又 包含 表 中 未 涉及 的 数 ( 小 于 此 数 的 素数 个 数 )， 
加 之 未 有 理论 证 明 ， 故 你 具 有 其 假定 性 ,就 是 说 ,这 一 狂想 是 一 种 
孕育 中 的 数学 思想 ， 具 有 待 富 性 。 约 在 1850 年 ， 切 比 笃 类 对 这 一 
猜想 的 研究 取得 部 分 结果 ， 作 出 重大 贡献 。1896 年 ， 阿 达 马 和 普 
辛 用 复 变 函 数论 的 方法 ， 各 自 独 立 盘 证 明了 这 一 猜想 是 正确 的 ， 
并 从 而 获得 了 著名 的 “素数 定型 ”。 

@ 从 数学 猜想 的 创新 镁 看 。 它 具有 潜 科 学 价值 。 我 们 知道 ， 
数学 猜想 的 一 个 突出 特征 是 它 的 多 新 性 ， 即 具有 提出 新 见解 、 预 
见 新 事实 、 揭 示 新 规律 的 作用 。 这 些 作用 正 是 潜 科学 的 价值 ， 因 
为 科学 的 生命 在 于 创新 ,在 于 革命 ,科学 由 “ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 转化 
过 程 ， 即 是 创新 、 革 命 和 发 展 的 过 程 ， 也 只 有 体现 这 一 过 程 的 潜 
科学 ， 才 真正 称 得 上 潜 科 学 。 数 论 这 一 重要 数学 分 支 ， 可 以 说 就 
是 在 提出 和 试 证 一 系列 猜想 的 过 程 中 ， 不 断 向 前 发 展 的 。 象 古 希 
腊 时 提出 “四 平方 猜想 ”: 每 个 正 整数 都 是 四 个 或 四 个 以 下 平方 数 
之 和 ， 后 来 人 们 证 明 它 是 对 的 ， 故 转化 为 “ 四 平方 定理 ”; 十 九 世 
纪 初 ， 提 出 “高 斯 一 勒 让 德 猜想 ? ,十 九 世纪 末 ， 阿 达 马 和 普 彦 证 
明 这 一 猜想 是 正确 的 ， 从 而 获得 “素数 定理 ”等 ， 这 样 的 事例 在 
数论 发 展 历史 上 是 屡见不鲜 的 。 尤 其 是 关于 素数 的 分 布 和 不 定 方 
程 解 这 两 个 数论 的 古老 问题 ， 一 直 充 满 着 数学 猜想 ,有 些 解 决 了 ， 
也 有 些 至 今 尚 未 解决 ， 并 且 还 在 不 断 提 出 新 的 猜想 。 
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数学 猜想 的 潜 科 学 价值 ， 还 表现 在 研讨 它 的 过 程 中 有 时 可 以 
创造 出 具有 普遍 意义 的 数学 方法 。 比 如 ， 美 国 数学 家 阿 佩 尔 和 野 
肯 在 解决 “四 色 猜 想 ”过程 中 ， 开 辟 了 机 器 证 明 方 法 应 用 的 广阔 
领域 。 这 种 方法 不 仅 解决 了 “四 色 猜 想 ”, 而 且 更 为 解决 其 它 一 些 
数学 问题 ， 提 供 了 有 效 的 研究 方法 ， 具 有 深远 的 意义 有 人 认为 ， 
这 是 数学 思想 方法 上 的 一 次 重大 变革 。 因 为 过 去 人 们 从 未 想到 机 
器 可 以 解决 纯 理 论 性 质 高 难度 的 定理 证 明 的 问题 ， 或 者 说 ， 从 未 
想到 机 器 可 以 代替 这 种 创造 性 思维 活动 ， 而 今天 却 成 为 现实 ， 所 
以 它 是 数学 发 展 史 上 的 一 个 重大 事件 。 士 多 年 来 ， 我 国 著名 数学 
家 吴 文 俊 ， 先 后 在 初等 几何 定理 的 机 器 证 明和 微分 几何 定理 的 机 
器 证 明 上 ， 取 得 突破 性 的 进展 ， 得 到 了 国际 数学 界 的 好 评 。 

@ 从 数学 猜想 的 艰难 性 看 ， 它 是 更 深层 次 的 潜 科 学 思想 。 一 
般 说 来 ， 数 学 猜想 是 数学 上 的 重大 难题 ,不 是 短 时 间 可 以 解决 的 。 
这 在 一 定 意义 上 说 明 它 是 更 深层 次 的 潜 科 学 思想 。 而 其 体 反映 这 
一 点 的 是 ， 有 的 数学 猜想 是 在 假定 另 一 个 数学 猜想 成 立 的 前 提 下 
提出 来 的 ， 如 果 说 假定 成 立 的 数学 猜想 是 第 一 个 层次 的 潜 科 学 思 
想 ， 那 么 以 这 假定 成 立 的 数学 猜想 为 条 件 而 提出 来 的 数学 猜想 ， 
就 是 第 二 个 或 更 深层 次 的 潜 科 学 思想 了 。 象 前 面 讨论 过 的 “s 生 素 
数 猜想 ”"、“ 连 续 统 假设 的 82 个 推论 ， 和 “克拉 疯 猜 起” 等 ， 都 属 
于 此 类 。 

(2) 丰富 潜 科 学 学 研究 的 内 容 

外 从 中 探讨 潜 科 学 形态 产生 与 演进 的 规律 

潜 科 学 形态 包括 ， 科 学 问题 、 科 学 幻想 、 科 学 猜测 、 科 学 全 
论 、 科 学 经 验 与 科学 蒙 难 等 。 数 学 狂想 是 科学 猜测 在 数学 中 的 具 : 
体 表 现 。 我 们 深入 研究 数学 猜想 ， 考 察 与 分 析 它 提出 与 发 展 的 过 
程 ,必然 有 益 于 把 握 科 学 猜测 这 种 潜 科学 形态 产生 与 演进 的 规律 。 
前 面 我 们 已 经 系统 地 讨论 了 数学 猜想 提出 的 方法 和 判定 其 真 伪 性 
的 途径 ， 其 中 有 些 方法 、 途 径 是 具有 普遍 意义 的 ， 如 类 比 法 、 模 
拟 法 、 观 察 法 、 举 例 否 定 、 命 题 转化 、 机 器 证 明 等 ， 无 论 对 物理 
学 、 化 学 中 的 猜测 ， 还 是 对 天 文学 、 地 学 、 生 物 学 中 的 猜测 ， 都 
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有 重要 参考 价值 。 这 是 从 方法 上 分 析 产 生 与 演进 ， 如 果 从 原因 上 
探讨 其 发 生 与 发 展 ， 也 会 发 现 一 些 带 有 共性 的 东西 。 比 如 ， 一 般 
说 来 ， 数 学 猜想 发 端 于 数学 问题 ， 产 生 于 数学 理论 体系 自身 的 巴 
盾 之 中 ， 这 显然 对 探讨 其 它 学 科 中 猜测 产生 与 发 展 规律 具有 指导 
意义 。 

@ 从 中 探讨 潜 科学 的 基本 特征 

我 们 知道 ， 潜 科学 具有 待定 性 、 隐 变性 、 创 造 性 、 高 难 性 、 
趋 显 性 等 基本 特征 。 显 然 ， 数 学 独 想 的 待定 性 、 创 新 性 、 艰 难 性 
等 特征 是 潜 科学 特征 的 具体 表现 。 其 实 ， 潜 科学 的 隐 变 性 ， 在 数 
学 猜想 中 也 有 一 定 程度 的 体现 。 孕 育 中 的 数学 恩 想 ， 常 常 表现 为 
人 们 头脑 中 的 潜意识 流 ， 因 而 必然 有 着 隐 变性 的 特征 。 这 种 隐 变 
性 ， 主 要 表现 在 数学 猜想 的 提出 有 一 个 忽 隐 和 忽 现 ， 若 暗 若 明 ， 由 
模糊 到 清晰 ， 由 不 完善 到 完善 的 过 程 。 比 如 ， 前 面 讨论 过 的 “一 
切 凸 多 面体 的 面 数 (FE) 、 顶 点 数 (Y) 与 棱 数 (BE) 的 关系 为 P+VY =E 
+ 2? 这 一 猜想 ,从 提出 来 看 有 一 个 酝酿 萌发 ,修改 与 完善 的 过 程 ， 
或 者 说 ， 它 是 经 过 一 系列 的 隐 变 过 程 后 才 提 出 来 的 。 至 于 洲 科 学 
的 趋 显 性 ， 在 数学 猜想 中 亦 有 反映 。 从 数学 发 展 史 上 看 ， 许 多 数 
学 定理 是 由 数学 猜想 转化 而 来 的 。 为 什么 会 这 样 呢 ? 就 是 因为 数 
学 猜想 具有 趋 显 性 。 也 正 是 因为 如 此 ， 人 们 才 千 方 百 计 去 发 现 与 
解决 数学 猜想 ， 以 达到 发 展 数学 理论 的 目的 。 这 是 从 形式 上 看 。 
从 实质 上 看 ， 因 为 数学 猜想 是 根据 一 些 已 有 的 数学 知识 与 事实 而 
提出 来 的 ， 即 有 一 定 科学 依据 的 ， 因 而 这 些 科学 依据 就 自然 成 为 
它 具 有 趋 显 性 即 转化 为 数学 理论 的 根据 了 。 不 仅 如 此 ， 我 们 在 探 
讨 数学 猜想 基本 特征 产生 原因 时 ， 还 可 能 发 现 一 些 有 普遍 意义 的 
东西 。 比 如 ， 深 入 分 析 数 学 猜想 艰难 性 产生 原因 ， 就 会 发 现 ， 传 
统 观念 束缚 ， 学 术 权威 压制 、 思 想 方 法 片面 等 是 造成 研究 成 果 得 
不 到 多 数 人 承认 的 主要 原因 。 而 这 些 原因 又 常常 是 其 它 科学 成 果 
唱 到 埋没 的 主要 因素 。 

@ 从 中 探讨 科学 由 “法 ”到 “ 显 ” 的 转化 机 制 。 科 学 由 * 潜 ， 
到 “ 显 ”的 转化 是 科学 发 展 的 一 条 客观 规律 ， 其 转化 机 制 表 现在 
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许多 方面 ， 诸 如 ， 提 高 科学 素养 ， 树 立正 确 的 科学 成 改观 ， 开 展 
自由 论争 ， 加 强 管理 ， 倡 导 伯乐 精神 等 等 。 从 前 面 讨论 中 ， 我 们 
可 以 看 出 ， 数 学 猜想 从 提出 到 解决 ， 从 “法 ”到 “ 显 ?, 也 都 与 这 
些 机 制 有 关 因 此， 研究 数学 猜想 将 有 助 于 把 握 科学 由 “ 潜 ” 到 
“ 显 ” 的 转化 机 制 。 这 里 我 们 着 重 就 开展 当 由 论争 方面 的 问题 加 
以 讨论 。 围 绕 数 学 狂想 展开 论争 ， 闪 由 此 获得 其 彻底 解决 ， 这 在 
历史 上 是 常见 的 一 种 现象 。 比 如 ，“ 猴 利克 和 雷 原 理 ” 这 一 数 学 狂 
想 自 提出 后 ， 经 历 了 三 十 多 年 的 激 殉 论争 和 反复 ， 最 后 才 确 立 起 
来 。 所 谓 “ 猴 利克 雷 原理 ” ,是 指 德 国 数 学 家 狄 利克 雷 在 研究 微分 
方程 位 势 原理 时 提出 的 -个 狗 息 ， 其 具体 内容 大 体 是 ， 极 小 化 狄 
利克 雷 积分 


| | {G2) E (Go) je 


的 函数 & 满足 位 势 方程 
后 来 有 人 在 研究 三 维 位 势 方程 〈 亦 称 拉 普 拉 斯 方程 或 调 合 方程 ) 
ou ou Ou 
or? ay! az 
时 ， 又 提出 ， 由 位 势 方 程 所 描述 的 相应 物理 状态 总 有 一 个 确定 的 
物理 解 ， 因 而 其 本 身 也 必然 存在 一 个 数学 解 。 但 在 数学 上 的 这 种 
存在 性 ， 迟 迟 得 不 到 证 明 。1851 年 , 黎 曼 在 他 的 博士 论文 * 单 复 变 
函数 一 般 理 论 的 基础 ?中 ,给 出 了 位 势 方程 边界 问题 解 的 存在 性 证 
明 。 由 于 黎 曼 在 文中 运用 了 他 的 老师 狄 利 克 雷 所 提出 的 上 述 猜想 ， 
故 他 称 之 为 “ 狄 利 克 雷 原理 "。 可 是 ， 事 隔 不 久 ， 便 引起 了 热烈 论 
争 ， 特 别 是 黎 曼 的 这 一 证 明 遭 到 了 德国 著名 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 
(K. W. Weierstrass, 1815—1897) 的 尖锐 批评 ， 说 黎 曙 不 加 证 
明 就 先 验 地 假定 存在 一 个 使 积分 达到 极 小 值 的 函数 ， 这 在 数学 上 
是 不 允许 的 。 黎 曼 没有 因此 动摇 自己 对 狄 利克 雷 原理 的 信任 ， 并 
运用 此 原理 又 作出 一 系列 重要 发 现 。1866 年 ， 黎 曼 去 逝 了 ， 但 论 
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相反 的 例子 。 在 这 个 例子 中 ， 对 给 定 的 边界 条 件 ， 使 狄 利克 雷 积 
分 达到 极 小 值 的 函数 是 不 存在 的 ， 并 以 此 来 否定 狄 利 克 雷 原理 。 
由 于 狄 利克 震 原理 遭 到 了 数学 权威 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 否定 ， 故 数学 
家 们 只 好 另 寻 他 径 来 证 明 位 势 方程 边界 问题 解 的 存在 性 ，1870 
年 ， 牛 曼 用 “算术 平均 值 法 ”重新 给 出 一 个 证 明 ，1890 年 ， 施 瓦 
尔 茨 利用 “交替 法 ”又 给 出 一 个 证 明 ， 同 年 ， 彭 加 勒 用 "“ 扫 散 法 ” 
也 给 出 一 个 证 明 等 等 。 这 些 证 明显 然 在 逻辑 上 是 通 得 过 的 ， 但 没 
有 一 个 能 象 以 狄 利克 雷 原理 为 工具 证 明 那 样 简单 、 明 快 。 许 多 数 
学 家 见 此 情景 ， 越 发 对 “ 狄 利克 雷 原理 ”的 被 否定 感到 饶 惜 ， 并 
由 之 产生 复活 这 一 原理 的 念头 ， 作 出 一 些 努力 ， 然 而 未 能 成 功 。 
数学 家 和 牛 曼 翡 观 地 表示 ， 如 此 美 而 又 有 如 此 广阔 应 用 前 攻 的 狄 利 
克 雷 原理 ， 已 经 从 我 们 的 视线 中 “永远 消失 ” 掉 了 1 

就 是 在 狄 利克 雷 原理 被 否定 三 十 年 之 后 ， 即 1899 年 ， 德 国 另 
一 位 著名 数学 家 希 尔 伯 特 ， 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 又 展开 了 论争 。 他 冲 
破 那 种 把 严格 性 与 简单 性 对 立 起 来 的 传统 观念 ， 批 评 瑶 尔 斯 特 拉 
斯 以 严格 性 全 盘 和 否定 狄 利克 雷 原理 的 作法 ， 从 狄 利 克 雷 原理 的 简 
单 性 、 优 美 性 以 及 应 用 的 有 效 性 出 发 ， 积 极 寻求 它 的 真实 性 和 合 
理性 ， 最 后 终于 找到 了 证 明 狄 利克 雷 原 理 的 途径 和 方法 。 他 在 德 
国 数学 联合 会 上 报告 了 他 的 这 一 研究 成 果 ， 并 明确 指出 ， 只 要 问 
题 中 的 区 域 、 边 界 值 和 允许 函数 的 性 质 作 以 适当 的 限制 ， 就 可 以 
恢复 狄 利克 雷 原 理 的 真实 性 。 他 还 针对 数学 家 们 认为 狄 利克 雷 原 
理 早已 沉没 了 的 观点 ， 意 味 深 长 地 将 他 的 这 一 研究 工作 称 为 “ 狄 
利克 雷 原理 的 复活 ”。 中 后 来 希 尔 伯 特 又 给 出 一 个 更 为 一 般 的 证 
明 ， 从 而 进一步 肯定 了 狄 利克 雷 原理 存在 的 合理 性 。 从 狄 利 克 雷 
原理 死 而 复生 的 历史 事实 中 ， 我 们 不 难看 出 ， 自 由 论争 对 数学 猜 
想 的 研究 和 人 解决， 有 着 积极 的 推动 作用 ， 同 时 ， 要 想 使 真正 、 合 
理 的 数学 猜想 不 被 埋没 ， 并 充分 发 挥 它 应 有 的 作用 ， 还 必须 有 远 
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史 经 验 ， 无 疑 对 深入 认识 科学 由 “ 潜 ” 到 “ 显 ” 的 转化 规律 是 大 
有 益处 的 。 

要 想 使 潜 科 学 研究 成 果 不 被 埋没 ， 还 有 许多 条 件 。 象 成 果 的 
审查 者 要 有 无 限 的 耐心 和 责任 感 ， 不 要 因 存 在 一 些微 不 足 道 的 缺 
欠 而 否定 其 根本 的 正确 性 ， 就 是 一 个 重要 因素 。 比 如 ， 前 面 提 到 
的 比 巴 霸 替 狂想 ， 当 路 易 斯 。 德 布朗 格 斯 经 七 年 的 艰苦 努力 宣布 
这 一 猜想 彻底 解决 时 ， 许 多 数学 家 持 怀 疑 态度 ， 尤 其 在 美国 几乎 
找 不 到 一 个 支持 者 。 究 其 原因 除了 这 个 猜想 难度 大 ， 过 去 不 少 人 
说 解决 了 实际 是 错误 的 以 外 ， 还 有 一 个 原因 就 是 审查 者 不 耐心 。 
当时 ， 德 布朗 格 斯 将 他 的 350 多 页 的 论文 送 给 一 些 数学 家 审查 时 ， 
美国 有 一 位 曾 审查 过 多 篇 关于 这 个 猜想 证 明 论文 〈 结 果 都 错 ) 的 
著名 数学 家 ， 开 始 还 能 认真 地 看 ， 但 当 发 现 其 中 有 错误 时 ， 他 就 
再 不 往 下 看 了 。 其 实 ， 这 里 的 错误 并 不 防 碍 最 终结 果 的 正确 性 。 
后 来 ， 德 布朗 格 斯 只 好 在 苏联 找到 了 耐心 者 ， 最 后 得 到 肯定 。 类 
似 的 情况 ， 在 其 他 学 科 领 域 里 也 是 常 发 生 的 ， 故 具有 普遍 意义 。 
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